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本 韦 浴 六 部 分 ; 分 上 .下 两 进 ， 上 亚 旬 括 闭 论 , 第 一 章 和 第 二 章 ， 绪 论 
对 数理 违 辑 的 此 而 ,还 辑 黄 算 的 大 概 内 容 , 以 及 阅读 以 后 各 章 所 需要 的 预备 
> 知识 作 了 简要 的 说 明 。 BEE зр ЕРНИ, 介绍 


演绎 逻 尾 的 基 太 规则 。 第 二 府 研 究 过 符 演算 的 二 要 条 统 特征 . 


本 书 可 以 用 作 数 学 专业 和 其 他 专业 数理 违 辑 主 程 的 教材 或 教学 参考 
Ф. RPR L fE A 828. 当 用 作 其 他 专业 的 教材 时 ,内 容 可 删 研 ， 使 用 


本 书 拷 一 艇 要 求 读 省 其 有 相当 于 大 学 高 年 级 程度 的 数学 训练 ， 
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数理 逻辑 是 研究 推理 , 特别 是 研究 数学 中 的 推理 的 科学 。 Ж 
书 陈述 数理 远 辑 的 基础 性 知识 ,包括 次 辑 演算 (这 里 是 指 命题 逻辑 
和 一 阶 谓词 逻辑 ) 的 基本 内 容 ,， 这些 内 容 构成 数理 逻辑 各 个 分 支 
《模型 论 ,证 明 论 和 构造 性 数学 ,递归 论 \ 集 合 论 ) 的 共同 的 基础 ， 

数理 逻辑 的 思想 可 以 调 源 到 莱 布 尼 兹 ?, 而 命题 逻辑 和 一 阶 亩 
词 逻 辑 的 研究 则 从 弗 雷 格 ?开始 。 以 后 ,经 过 皮尔 斯 ? 施 罗 德 ", 皮 
EH? MER SIR”: ОСИУ, 斯 柯 伦 ” 等 的 研究 ,特别 是 经 
过 了 希 尔 伯 特 ” 与 阿 克 曼 四 、 风 尔 奈 斯 ”的 研究 和 整理 , 谓词 逻辑 
的 体系 得 以 形成 ; 而 在 哥 德 尔 中 证 明了 一 阶 逻 辑 的 完全 性 定理 之 
后 ,这 个 逻辑 演算 的 体系 可 以 说 是 最 后 得 到 完成 . 

逐 辑 演算 是 反映 前 提 和 结论 之 癌 的 推理 关系 的 形式 系统 ,在 
数理 逻辑 的 历史 发 展 中 , 构造 了 到 辑 演 算 的 重 言 式 系统 ， EES 
式 系统 中 ,以 某 些 形式 公理 和 形式 推理 规则 刻 划 重 言 式 的 全 体 ,以 ` 
重 言 式 反映 推理 关系 . 

-各 而 , 重 言 式 系统 中 的 形式 公理 (它们 本 身 都 是 重 言 式 ) 并 不 
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揭示 出 推理 的 性 质 ， 形 式 公理 的 涵义 是 并 不 直观 、 并 不 明显 的 .用 
重 言 式 系统 中 的 形式 推理 来 反映 演绎 淮 理 是 不 直接 ,不 自然 的 .于 
是 出 现 了 一 些 较为 直接 地 反映 推理 关系 的 欣 辑 演算 ， HER 
朗 ? 证 明 的 演绎 定理 就 是 比较 直接 地 反映 淮 理 关系 竟 ， 以 后 ,在 雅 
已 柯 夫 斯 基 ”, 根 海 ” 等 的 著作 中 ,也 表明 了 这 种 趋势 ， 又 如 在 克利 
尼 的 《元 数学 导 引 一 书 中 所 构 选 的 逻辑 演算 ,虽然 从 然 是 重 言 式 
系统 ,得 在 其 中 定义 了 有 前 所 的 形式 推理 ,并 且 利 用 演绎 定理 得 出 
直接 反映 推理 关系 的 形式 推理 关系 ， 这 也 表明 了 上 亚 所 说 的 站 
3⁄ 


本 书 按 照 直接 而 自然 地 反映 推理 关系 的 要 求 来 构 演 逻辑 演 
KE, 这 是 次 辑 演算 的 自然 推理 系统 ， 本 凶 中 构造 的 自然 准 理 系统 
既是 一 种 严格 的 形式 范 数 学 语言 ,又 与 通常 的 数学 证 当 很 接近 , 王 
BARE 1940 年 前 后 曾 告诉 作者 之 一 , 沈 有 里 同志 在 三 十 年 找 
初 就 有 了 关于 构造 逻辑 演算 的 自然 推理 系 续 的 思想 . .本 书 所 构造 
的 自然 推理 系统 是 受到 这 种 下 想 的 启发 的 . 

文献 中 已 有 的 带 函 数 启 的 消 词 多 辑 往往 是 其 中 的 函 妆 词 只 表 
示 全 函数 , 即 在 论 域 中 处 处 有 定义 的 医 数 ,本 书 中 构 洁 了 两 个 带 函 
数 词 的 谓词 逻辑 ,一 个 里 面 的 函数 词 表 示 全 函数 , 另 一 个 在 面 的 函 
数 词 青 示 全 函数 或 者 信 荡 数 , 即 夺 论 域 中 并 非 处 处 有 定义 的 函数 . 

本 书包 括 六 个 部 分 。 绪论 部 分 对 数理 逻辑 的 性 质 , 远 香 演 算 
的 大 概 内 容 ， 以 及 阅读 以 后 各 章 所 需要 的 预备 知识 作 了 简要 的 说 
HM. 第 一 章 构造 了 命题 远 邦 和 谓词 逻辑 的 自然 推理 系统 。 通 过 其 
中 的 形式 推理 研究 演绎 推理 ， 第 二 章 研 究 逻 辑 演算 形式 系统 的 某 
此 重要 的 系统 特征 ,例如 等 值 公式 的 可 替 痪 修 、 命 是 连接 词 的 完全 
性 和 独立 性 , 代 人 定理 范式 和 对 个 性 等 。 由 于 这 些 特征 在 往 是 本 
书 中 几 个 有 关 的 逻辑 芒 算 所 共有 的 。 甚 至 是 所 有 的 远 辑 演算 所 共 
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有 的 ， 所 以 在 本 书 中 并 没有 在 构造 了 一 个 过 辑 演算 之 后 就 研究 它 
的 系统 特征 ,而 是 将 这 些 系 统 特征 集中 在 一 章 之 中 结合 有 关 的 过 
辑 演 算 一 起 加 以 研究 ， 第 三 章 陈述 未 辑 演 筑 的 重 言 式 系统 ,并 研 
帘 自然 推理 系统 和 重 言 式 系统 之 间 的 关系 ， 第 四 章 研究 丈 辑 演算 
的 可 靠 性 (形式 推理 是 否 与 所 反映 的 演绎 推理 一 致 )、 完 全 性 (形式 
推理 是 否 完全 地 反映 了 演绎 推理 ) 和 独立 性 ( 光 辑 演算 中 的 形式 扒 
理 规则 是 否 都 不 是 多 余 的 7 问题. 第 五 章 讨论 了 录 辑 演算 如 何 应 用 
于 陈述 具体 的 数学 理论 , 构造 了 初等 代数 、 自然 数 、 集 和 实数 理论 
的 形式 系统 ,并 且 研究 了 在 形式 系统 中 引进 形式 符号 定义 的 问题 ，， 
本 书 可 以 用 作 数 学 专业 和 其 他 专业 数理 逻辑 课程 的 教材 或 元 
学 参考 蔬 , 或 者 供 有 关 工 作 人 员 参 考 。 当 用 作 其 他 专业 的 教材 时 ， 
内 容 可 以 副 减 ， 本 书 内 容 是 自足 的 ,可 用 于 自学 。 使 用 本 书 时 一 
般 要 求 读者 具有 相当 于 大 学 高 年 级 程度 的 数学 训练 。 正 是 由 于 考 
虚 到 自学 的 需要 ， 所 以 有 些 音节。 特别 是 绪论 和 第 一 章 的 开始 两 
节 , 写 得 比较 详细 。 - 
本 书 的 写作 开始 于 1957 年 , 曾 先 后 在 北京 大 学 数学 力学 系 和 
中 国 科学 技术 大 学 应 用 数学 系 用 作 数 材 。 1965 年 完成 初稿 ,以 后 
又 于 1975 年 开始 修订 . 由 于 作者 水 平 有 限 ,将 本 书 用 于 教学 的 机 
”会 也 还 不 多 ,本 书 的 缺点 和 错误 是 难免 的 ,恳切 希望 数理 逐 辑 和 其 
他 专业 的 工作 者 以 及 广大 的 读者 批评 指正 ， 
REE HAF 
1978 年 3 月 于 北京 
中 国 科学 院 计算 技术 研究 所 


使 用 说 明 


C) 本 书 绪论 和 各 章 中 苑 节 用 两 位 数字 表示 , 笋 一 位 数字 表 
明 这 一 区 所 属 的 章 , 第 二 位 数字 是 一 章 中 各 节 的 编号 。 俩 如 ,第 一 
章 中 各 节 依 次 是 $10, 511 等 ; 筑 二 章 中 各 节 依 次 是 $20, 521%, 
绪论 作为 第 零 章 ,结论 中 各 节 依 次 是 800, 301 35, 

C) 定义 和 定理 ( 色 括 引 理 和 推论 ) 的 标号 中 ,点 号 前 下 的 两 
位 数字 表明 这 个 定义 或 定理 所 属 的 节 ， 点 号 后 面 的 数字 是 一 节 中 
的 定义 或 定理 的 编号 .例如 , 610 中 的 定义 依次 是 定义 10.1, 定 区 
10.2 等 ; $10 中 的 定理 依次 是 定理 10.1, 引 理 10.2 38. 定理 , 引 理 
和 推论 统一 编号 . 

<=) 当 同 时 用 到 某 一 当 书 的 几 个 定义 或 几 个 定理 时 ,有 时 采 
甩 简 单 的 写法 。 例 如 定义 10.1.2 就 是 定义 10.1 和 定义 102, 定理 

11.1.2.3 就 是 定理 11.1, 定理 11.2 和 定理 11.3. 
` 《四 ) 各 节 后 天 习题 的 标号 方法 与 定义 定理 和 苞 相 同 . 

《五 ) 凡 在 后 面 要 引用 的 公式 或 论证 , 往往 另 起 一 行 写 , 并 在 
行 的 左 端 用 1), 2), 3) 等 或 (1), (2), (3) 等 标明 。 在 某 一 定理 
的 证 明 或 在 某 一 例子 的 陈述 中 依次 用 双 括 弧 Q), (2) 等 , 在 一 节 
БОЗ АНАНЫ 1),22%. 

GS) AARRE HRJ A 12» 2), 3) 等 标明 . 

《七 》 用 乐谱 中 的 终止 符 ЕЕЕ. 对 于 省 略 
证 明 的 定理 ,就 在 陈述 定理 之 后 加 上 这 个 符号 . 
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Без ааа ардан дара т аи Z HW ЭК 
Ж. 这 种 形式 关系 是 由 作为 前 提 和 结论 的 命题 的 逻辑 形式 决定 
的 . 

在 数理 逻辑 的 研究 中 要 构造 逻辑 演算 ， 远 辑 演算 是 为 了 研究 
前 提 和 结论 之 闻 的 形式 关系 而 构造 的 形式 系统 。 他 辑 演算 反映 自 
然 语 言 的 某 些 特征 ,其 中 的 合式 公式 反映 命题 的 逻辑 形式 ,其 中 的 
形式 推理 反映 演绎 推理 . 

绪论 中 将 对 这 些 概 念 作 直 观 的 说 明 ($00 一 $02), 并 且 要 介绍 
阅读 以 后 各 章 所 需要 的 某 些 预备 知识 , 即 关于 集 的 基本 概念 (5$037 
和 数学 归纳 法 (304) 的 一 般 知 识 ， : 


50 数理 逻辑 


数理 远 辑 ,又 称 为 符号 逻辑 , 是 研究 推理 , 特别 是 研究 数学 中 
的 推理 的 科学 ， 本 书 中 所 要 陈述 的 数理 逻辑 还 限于 通常 称 为 演绎 
逻辑 的 内 容 . 

推理 是 从 前 提 推 出 结论 ， 在 各 门 科学 的 研究 活动 中 , 都 要 进 
行 推理 ， 推 理 中 的 前 提 和 结论 都 是 命题 , 都 有 具体 的 涵义 ， 从 怎 
样 的 前 提出 发 , 能 推出 怎样 的 结论 , 不 能 推出 怎样 的 结论 ,这 是 各 
门 科学 自己 要 研究 的 问题 ， 例 如 在 数学 分 析 中 , 由 下 面 的 前 提 1) 


1) AA (я) EARN 14,51 上 连续 
2) Ка) 和 Кр) 的 符号 不 同 
能 推出 结论 3) ` 


3) 在 ab 之 间 有 с, 使 得 Kc) 一 0 
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但 是 ,如 果 在 1) 中 把 闭 区 间 Ee, b] KAFE W Ca, 2), 那么 由 
1) 和 27 就 不 能 推出 3)， 这 个 例子 陈述 了 一 个 具体 的 前 提 和 结论 
之 间 的 推理 关系 ,数学 分 析 在 这 个 例子 中 研究 了 连续 函数 的 性 质 ， 
但 并 不 是 研究 推理 .数学 中 除数 理 逻 辑 之 外 的 各 个 分 支 都 并 不 研 
究 它们 所 使 用 的 推理 , 

推理 是 数理 逻辑 所 研究 的 对 象 。 数理 偿 辑 研究 推理 时 并 不 涉 
及 前 提 和 和 结论 的 内 容 , 而 是 研究 前 提 和 结论 之 间 的 形式 关系 . 

伟 么 是 前 担 和 结论 之 间 的 形式 关系 呢 ? 

前 提 各 结论 都 是 命题 ， 命题 有 逻辑 形式 ,或 者 说 逮 辑 结构 . 例 
如 下 面 的 两 个 命题 : 
4) 4 一 0 或 <0 
5) as 0 
命题 4) 有 以 下 的 逻辑 形式 : 

ARB 
命题 5) 有 以 下 的 逻辑 形式 : 
非 4 
我 们 考虑 下 面 6) 中 三 个 互相 连 系 的 逻辑 形式 ; 
АВ 
6) ҘЕ 4 
B ғ 

我 们 说 这 是 三 个 互相 连 系 的 逻辑 形式 ,意思 是 ,第 一 个 逻辑 形式 是 
由 两 个 命题 用 “或 ”连接 而 构成 ,第 二 个 逻辑 形式 就 是 在 第 一 个 逻 
辑 形式 中 的 第 一 个 命题 的 前 面 加 土 "“ 非 ”( 就 是 加 以 否定 ) 而 构成 ， 
第 三 个 逻辑 形式 就 是 由 第 一 个 多 辑 形式 中 的 第 二 个 命题 构成 ， 量 
然 ,任何 三 个 命题 ,如 果 它 们 分 别 具 有 O 中 的 逻辑 形式 (不 论 其 中 
的 4 和 8 是 怎样 的 命题 *)， 那么 ， 当 其 中 的 前 两 个 命题 是 真 命题 
时 ,后 一 个 命题 必然 也 是 真 命题 ， 这 样 ,我 们 也 说 由 前 两 个 命题 能 


р 我 们 区 英文 斜体 大 写字 母 考 示 命题 \ 姓 质 ( 或 关系 ) 和 集合 ,它们 是 互相 连 系 的 。 
例如 “是 素数 "是 一 个 性 质 “ = 是 素数 ?是 一 个 命题 ,而 所 有 具有 “是 素数 性质 
的 对 象 又 构 或 一 个 集合 , 即 全 体 素数 的 集合 。 


推出 后 一 个 命题 ， 例 如 , 当前 面 的 4) 和 57 是 真 命题 时 , “sa < 0” . 
必定 是 真 命题 ， 我 们 说 ,由 4) 和 5) ЛЫН “а < 07. 
ЊН “a= 0 或 “< 0” 和 “a 关 0” 能 推出 “e < 0 :这 是 前 
面 说 过 的 由 具体 的 前 提 推 出 具体 的 结论 ,是 一 个 具体 的 推理 关系 ， 
6) 中 前 两 个 迎 辑 形式 与 后 一 个 逻辑 形式 所 表示 的 则 是 推理 中 前 . 
所 和 结论 之 间 的 一 种 形式 关系 
再 举 一 个 例子 .下 面 的 两 个 命题 : 
凡 宽 叶 植 物 都 是 落叶 植物 
凡 素 数 者 是 整数 


都 有 以 下 的 逻辑 形式 : 
凡 S 都 是 P 
RUZETE D 中 三 个 互相 连 系 的 逻辑 形式 : 


AR M88228 P 
7) 凡 3 都 是 对 
凡 5 都 是 P 


显然 ,任何 三 个 命题 ,和 如果 它 们 分 别 具 有 D 中 的 迎 辑 形式 (不 论 其 
中 的 S, M, P 是 怎样 的 概念 或 集合 ), 那 么 ,当前 两 个 命题 是 真 全 
题 时 ,后 一 个 命 轩 必然 也 是 真 命题 ， 因 此 也 可 以 说 ,由 前 两 个 命 是 
能 推出 后 一 个 命题 ，7) 中 前 两 个 逻辑 形 式 与 后 一 个 运 辑 形式 表 
示 前 所 和 结论 之 间 的 另 一 种 形式 关系 . 

6) 和 7) 中 的 逻辑 形式 所 表示 的 前 所 和 结论 之 问 的 这 种 形式 
关系 称 为 演绎 推理 关系 ， 数 理 记 辑 中 的 演 经 逻辑 就 是 研究 前 提 和 
结论 之 间 的 演 经 推理 关系 的 ?. 

为 了 研究 推理 ,研究 推理 中 前 提 和 结论 之 间 的 形式 关系 ,为 了 
_ 确 切 地 反映 命题 的 逻辑 形式 ， 在 数理 逻辑 的 研究 中 要 构 迁 称 为 蝗 _ 
辑 演算 的 形式 系统 ， 形式 系统 是 一 种 形式 语言 , 它 反映 自 然 语言 


D 推理 中 前 提 和 结论 之 间 的 关系 并 术 都 是 演绎 次 理 关系 ， 例 如 也 可 以 是 , 当前 所 
ER tf Bh ,结论 并 不 必然 是 直 合 题 , 而 或 然 是 真 答题 . 归纳 多 辑 和 概率 远 辑 就 
анта жі ЕТІН АТ НЕН, 


.21. 


DARIE, Emas atat Se Asas шй 

题 的 Ша! IM SD BIS а 
тр РР Tš Ai s:ist8 2 R 89 32.31 3 
ж. 


根据 以 上 的 讨论 ,我 们 可 以 简单 地 说 ;数理 逻辑 是 研究 推理 ， 
即 研究 推理 中 前 提 和 结 沦 之 间 的 形式 关系 的 科学 ， 这 和 研究 是 通 
过 及 职 语 言 的 这 一 方面 关系 藤 迎 辑 渡 算 进行 的 。 


501 逻辑 演算 {一 ) 


我 们 在 上 节 中 讲 过 ,逻辑 演算 是 为 了 研究 推理 中 前 提 和 结论 
之 向 的 形式 关系 而 构造 的 形式 语言 ， 还 辑 演算 反映 翌 然 语言 的 某 
些 特征 ， 在 本 节 和 下 节 中 我 们 要 进一步 说 里 还 辑 滨 算 的 构造 和 意 
X. 


远 辑 演算 中 首先 要 有 符号 ,这 相当 于 语言 《特别 是 欧洲 的 语 - 


言 ) 中 要 有 字母 ， 远 辑 芒 算 中 的 符号 也 称 为 字母 

由 符号 构成 公式 ,公式 是 一 串 有 穷 委 的 符号 ， 公式 中 符号 的 
数目 称 为 公式 的 长 度 。， 当 把 符号 称 为 字母 时 , 公式 就 称 为 字 , 公 式 
的 长 度 称 为 字 长 例如 ,如 果 符 号 就 是 以 下 两 个 英文 字母 : 

а,Ь T 
那么 ! 
а, b, aabb, ababab, bbbasabbb 

等 者 是 公式 ,它们 的 长 度 分 别 是 1，1。4: 6, 9. 

公式 的 长 度 可 以 是 0。 长 度 是 0 的 公式 称 为 室 公 式 , 记 作 

© 

它 是 一 个 特殊 的 没有 符号 的 公式 , 逻辑 演算 中 有 忆 这 梯 一 个 公 
式 , 王 像 数 目 中 有 0 这 样 一 个 数 . 

把 导 辑 膏 算 中 兹 两 个 公式 和 Y 并 列 起 来 结果 仍 是 其 中 的 
公式 , 记 作 


XY 


称 为 X 和 Y 的 并 列 ， 对 计 任 何 公式 X， 显 然 有 
X@ = @X = X5> 
并 且 , 对 于 任何 公式 x, Y, Z, WAA 
ANZ = XCYZ) ао 
WR XY = XZ, 则 YY 一 2《 消 去 律 》 
如 果 XZ = YZ, 则 XX 一 YC 消去 律 》 
如 果 公 式 久 是 公式 Y 的 部 分 ,就 是 说 , 有 公式 X, 和 XCXi， 

X, 可 以 是 空 公式 日 ) 使 得 ， 


XXX = Y 
那么 我 们 说 X 是 Y 的 学 公 式 ;否则 X 就 不 是 Y 的 子 公式 .例如 ,对 
于 由 符号 + Mb 构成 的 公式 
ababab 

来 说 , а, аЬ, aba, bab, abab 等 , 以 至于 ababab KF, WECHAT 
公式 ;但 是 aa Ñ bb 都 不 是 它 的 子 公式 。 

显然 ,任何 公式 X, Y, Z, 如 果 和 是 了 的 子 公式 ,Y 是 Z 的 子 
公式 ,那么 X 是 Z 的 子 公式 

逻辑 演算 中 的 符号 是 我 们 的 研究 对 象 ， 又 称 为 形式 符号 或 对 
#55. 

形式 符号 是 逻辑 演算 的 原始 构成 村 料 ， 一 个 逻辑 演算 在 确定 
了 它 的 形式 符号 ,因此 确定 了 它 的 公式 之 后 ,还 要 为 它 规定 两 组 规 
则 ,形成 规则 和 变形 规则 ,由 这 些 规 则 生成 某 些 对 象 ， 所 生成 的 对 
象 都 是 由 形式 符号 构成 的 ， 形式 符号 是 没有 涵义 的 ; 由 形式 符号 
根据 形成 规则 和 变形 规则 所 生成 的 对 象 也 都 是 没有 涵义 的 ， 它 们 
都 是 由 形式 符号 构成 的 形式 对 象 ， 然 而 , 对 于 逻辑 演算 形式 系统 
中 的 这 些 形式 对 象 ,要 给 予 一 个 具有 逻辑 学 涵义 的 解释 ,使 之 成 为 
具有 侈 辑 学 涵义 的 对 象 , 从 而 我 们 可 以 通过 它们 研究 逻辑 问题 . 

下 面 我 们 来 逐步 地 说 明 这 些 间 题 ， 我 们 在 本 节 和 下 节 中 所 作 
的 说 明 是 直观 的 ,不 严格 和 不 详细 的 ,也 只 要 求 读者 有 个 大 概 的 了 


NX 


D 两 个 公式 相等 ,就 是 它们 的 长 罕 相 同 ,并 且 依次 有 相同 的 符号 . 


解 ， 在 尺 后 各 章 中 将 对 这 些 问题 作 严 格 和 详细 的 说 明 . 

我 疏 先 说明 什么 是 形成 规则 和 变形 规 由. 

形成 规则 相当 于 语言 中 的 语法 规则 ， 语 法 规则 是 确定 词 和 语 
名 怎样 构成 ,确定 洛 名 的 结构 形式 的 。 与 之 类 位, 形成 规 草 由 公式 
r APANAR, 就 是 上 节 中 所 说 的 合式 公式 -合式 公式 


I З танейлион, 我 们 先 要 谤 明 一 些 关 于 本 书 中 使 四 符 
号 的 规定 .我们 要 构造 一 系列 的 逻辑 演算 ， 我 们 规定 , 令 英 文正 
ЖАБЕ) 

X, Y, Z, Xo Y,, 2, G = 1,2,3, ' ">D 
表示 任何 过 加 演算 中 的 公式 ， 令 英文 正体 大 号 字母 《或 加 下 添 
DX ` 


A, B, C, An Ba С, G = 1, 2, 3, "°°") 
表示 任何 逻辑 演算 中 的 合式 公式 ; 令 希 噶 文 正体 大 写字 母 (或 加 下 
REN 
Г.А, Г, А, G= 1,2,3, 7t) 

表示 任何 逻辑 演算 中 的 合式 公式 有 穷 序列 。 

注意 , X 和 Y 等 是 年 意 的 公式 , 医 此 它们 可 以 是 不 相 民 的 , 也 
可 以 是 相 必 的 ， 层 样 ,A 和 8 等 可 以 是 不 户 的 ,也 可 以 是 相 导 的 合 
AAA; T 和 和 等 可 以 是 不 同 的 ,也 可 以 是 相同 的 合式 公式 有 穷 序 
列 . 


我 们 又 令 
. EA 
жи ГАНЯ ТЕКА ЗЯ. WRT 一 
Aso’ As ЖЕ AS Bo 55,8, АТ, ДА tt А. 
B,, +**, 8,2, 


合式 公式 的 有 穷 序列 可 以 是 没有 项 的 . 没有 项 的 有 穷 序 列 称 
为 室 序 列 、 穆 们 就 芭 表 示 空 案 的 符号 


D 两 个 记 列 相等 ,就 是 它 全 的 项 数 相同 ,并 且 依次 有 和 相 可 的 项 。 


.6 


Ф 
表示 空 序列 ， 于 是 ,对 于 任何 T[， 都 有 
Г,ф= p, =T 
RY, : 
现在 我 们 来 说 明 什 么 是 变形 规则 .变形 规则 相当 于 演绎 推理 
的 规则 ; 可是, 当 还 没有 给 以 具有 运 辑 学 涵义 的 解释 时 , 我 们 还 不 
能 说 变形 规则 具有 怎样 的 逻辑 学 涵义 ， 还 不 能 说 它们 是 一 种 推理 
ЯШ. 


变形 规则 确定 一 个 合式 公式 有 穷 序列 和 一 个 合式 公式 A 之 
间 的 一 神 特殊 的 形式 关系 , 称 为 变形 关系 。 w T 和 信之 闻 存 在 着 
变形 关系 时 ,我 们 说 由 工 可 以 变形 到 А, ШЕ. 
TA 
我 们 也 说 [4 是 变形 关系 。 . 

СИ ay > 符号 构成 的 形式 、 

象 给 以 有 具有 逻辑 学 涵义 的 解释 ， EZRA RE TEREE 

кке) 

前 面 说 过 , ФЕН ЕНЕ, 逻辑 演算 中 的 合 
式 公式 相当 于 语言 中 的 语句 。 语句 是 表示 命 四 的 , 是 可 以 赋予 一 
定 的 涵义 的 。 会 式 公式 也 要 能 够 在 给 以 解释 之 后 表示 命题 ; MP 
一 定 的 涵义 。 为 了 说 明 怎样 给 合式 公式 以 解释 使 得 合式 公式 在 
给 以 解 权 之 后 成 为 命题 ， 我 们 先 要 说 明 怎 样 给 构成 合式 公式 的 形 
式 符号 以 解释 。 在 本 书 中 诡 物 造 一 系列 的 逻辑 演算 , 其 中 有 七 类 
常用 的 形式 符号 ， 下 面 我 们 列举 这 些 符号 ,并 说 明 怎样 给 以 解释 ， 
说 明 它们 表示 什么 、 

《一 ) 命题 词 ” 命题 词 是 一 个 无 穷 序列 的 形式 符号 .我 们 规 
定 以 英文 正体 小 写字 母 (或 加 下 添 标 ): ° 


1) EREN T, p” яф, Г" 中 ,为 了 把 民 和 中 分 开 , 我 们 号 了 逗号 .如 果 把 
和 中 中 的 合式 公式 写 出 ， 那 么 由 于 中 是 空 序列 , ЖЕНЕ LEZHE 


的 . 
2) жа aE BRES, AREA ETARA AERE”, валаа 
情况 相 . 


4.2. 


Ps q fs Po Фе (і--1,2,3,--) 

表示 任意 的 命题 词 . 

命题 词 是 我 们 要 解释 为 命题 的 形式 符号 ,或 者 说 ,命题 词 是 表 
示 命题 区 形式 符号 .下 面 是 一 些 命题 的 例子 : 
1 任何 自然 数 都 有 大 于 它 的 素数 ， 
2) 3 是 最 小 的 素数 ， 
D 任何 大 于 2 的 偶数 都 可 表 为 两 个 素数 的 和 ， 
中 ， 我 们 知道 , 1) 是 真 的 , 2) 是 假 的 , 3) 就 是 哥 德 巴 ОЯ 
想 ,数学 家 从 他 们 的 研究 中 估计 它 大 概 是 真 的 ,但 是 至 今 还 没有 能 
给 以 证 蚜 , 医 此 还 没有 能 驶 判断 出 它 的 真 息 ,一 个 命题 ,不 论 是 否 
已 经 知道 它 的 真 假 , 总 或 者 是 真 的 ,或 者 是 假 的 . 

命题 的 真 或 假 称 为 倒是 的 真 假 值 ,简称 为 命题 的 值 ， 局 此 命 
题 有 两 个 可 能 的 值 : 真 和 假 、 真 命 晤 的 值 是 真 ; 假 命题 的 值 是 假 . 
我 们 多 德 文 花 体 小 写字 母 “t” R “P 分 别 表 示 命 题 的 真 值 和 假 
t 


RMEL Hit, ЖЗНЕ ЕКЕН RRA 
HRX, REPAR REEMA EZEREK 
系 ,当前 提 是 真 命 题 寺 , 结论 必定 世 是 真 命题 ， 因 此 , 虽然 命题 各 
有 具体 的 涵义 ,但 在 研究 演绎 推理 关系 时 ,我 们 是 要 牙 究 具有 一 定 
的 逻辑 形式 的 命题 之 闻 的 真 假 关系 。 这 时 我 们 只 考 虐 命 是 甘 真 假 
агр арыда 

我 们 一 般 并 不 规定 命题 词 表示 真 命题 还 是 表示 假 命题 .例如 
Pp， 它 可 以 表示 真 命题 , 也 可 以 表示 假 命题 。 因 此 , 命题 词 又 丈 为 
命题 变 元 或 命题 变 项 ,它们 取 t 或 f 为 值 。 但 是 , 我 们 有 寺 候 也 
需要 规定 命 古 词 表 示 真 命题 ,或 者 表示 假 命 证 .为 此 ,我 们 任意 取 
两 个 命题 词 。 就 写作 “t” 和 和 “六 ， 规 定 它们 分 别 表示 真 命题 和 假 
TA, AP tA 上 是 两 个 特殊 的 命题 词 ， 它 们 又 称 为 命题 常 元 
RREPA. 


1) Goldbach. 


. 8. 


(二 ) 个 体 刘 “个体 词 是 一 个 无 穷 序列 的 形式 符号 ， ЖИ 

EURER NEFER TRR: 
as bs cy aja 8, Gi = 1, 23 3, ++) 

未 示 任 意 的 个 体 词 . 

шақа амалы ратыны 

即 研究 的 对 象 波 昭 习 饶 称 为 个 体 。 个 体 词 就 是 表示 个 

S=. 这 里 所 说 的 个 体 并 不 是 通常 意义 下 的 个 你; ME 
泛 指 所 研究 的 对 象 的 ,这 对 象 可 以 是 通常 意义 下 的 个 体 ,也 可 以 是 
由 个 体 构 成 的 集合 ,或 者 是 从 台 的 集合 等 。 

我 们 一 般 并 不 珊 定 个 休 词 表示 哪个 论 域 中 的 础 个 个 体 ， 因 此 - 
个 体 词 一 般 又 称 为 个 体 杰 元 或 个 体 变 项 ， 它 们 取 任 一 沦 域 市 丽 在 
一 个 体 为 值 。 但 有 的 上 候 也 要 给 某 一 个 体 词 色 特定 的 具体 解释 ， 
使 之 表示 其 一 论 域 中 的 某 个 特定 的 个 体 。 这 时 。 个 体 词 又 称 为 个 
体 党 元 或 个 体 常 项 . 

(三 ) йя ааа УЕБ. RIH 
定 凡 英文 正 林 小 写字 本 (或 加 下 添 标 ))， 

f, gx h, f, gi bh; G = 1, 2,3, +++) 
жәнет MERNI- NANE а TANA Ca 是 
ERON STD E 20928 ЕЗ ЬЕ п, Plin P. 

АСОМ еН. TAR 
Зл, ЕОР СК, A 
WAR: В, n Я n Н, 

对 于 函 教 词 ， 我 们 一 般 也 不 规定 它 表 示 哇 个 论 域 中 的 哪个 函 
数 ,因此 函数 词 一 般 又 称 为 函数 变 元 或 范 数 变 项 。” 元 函数 词 取 任 
一 给 定论 域 中 的 任意 o TEAD. DANREX- RN 
给 以 具体 的 解释 ,使 它 表示 某 个 特定 的 函数 ,这 时 函 救 词 又 称 为 孙 
数 常 元 或 画 数 党 项 . 

(四 ) 谓词 谓 酒 是 一 个 无 穷 序 列 的 形式 符号 我 们 袖 定 兢 _ 
文正 依 太 号 字母 (或 放下 添 标 

F, G, H, F,, G;, H; G= 1, 2,3, +) 


表示 任意 的 调 词 。 当 特 别 要 指明 一 个 谓词 是 ”元 谓词 时 , 可 以 在 
它 的 右上 第 写 上 添 标 ІЙ p". 

我 们 讲 起 沦 域 中 的 个 体 时 ,总 是 说 它们 有 怎样 的 性 质 或 它们 
之 间 有 怎样 的 关系 。 个体 是 主语 。 柱 质 或 关系 是 谓语 ， 例 并 说 “2 
是 侦 数 ”, 那 么 其 中 的 个 体 2 是 主语 ,性 质 “ 是 偶数 "是 请 语 ;又 如 说 
“3 整除 6”, 那 么 个 体 3 和 5 是 主语 ,关于 "整除 ”是 谓语 ?、 

谓词 是 表示 任意 论 域 中 的 个 体 的 收 质 或 个 体 之 间 的 关系 的 形 
5, 也 就 是 表示 谓语 的 形式 -元 亩 词素 示 一 元 关系 即 
性 质 ,例如 “是 俱 数 "和 "是 索 数 ”; 二 元 谓词 表示 二 元 关系 ,例如 “小 
于 ”和 “整除 ”; 三 元 谓 证 下 示 三 元 关系 , 便 如 “两 数 平方 和 等 于 第 三 
数 平方 ”一般 地 , п 元 谓词 表示 о 元 关系 。 

开 于 谓词 ,一 般 岂 不 规定 它 表 示 哪 个 论 域 和 的 时 个 关系 ,因此 
遂 词 一 般 又 称 为 谓语 变 元 或 亩 语 变 项 ， "元 谓词 取 任 一 给 定论 域 
中 的 任意 元 关系 为 值 .但 有 时 也 到 对 某 一 谓词 给 以 具体 的 解 
释 ,使 它 表 示 某 个 特定 的 关系 ,这 时 请 词 又 称 为 谓语 常 元 或 亩 语 党 
ж. 

жайын Чан на На ЕЕ 
后 ,它们 都 是 有 所 指称 的 . 

Сп) ФЯ 欣 辑 词 是 以 下 七 个 形式 符号 : 

T, д. М, >, <, Y,a 
其 中 前 五 个 符号 称 为 命题 连接 词 ,简称 为 连接 词 ,它们 依次 称 为 否 
定 词 . 合 取 词 , 析 取 词 . 蕴 池 词 等 信 词 ,后 两 个 符号 称 为 量词 符号 ， 
它们 依次 称 为 金 称 量词 符号 和 存在 量词 等 号 . 

上 硬 五 个 命题 连接 证 依次 表示 并 且 就 读 作 “ 非 ”，“ 与 ”,“ 或 ”， 
“如 果 , 则 ”,“ 当 且 仅 当 ”、 量 词 符 号 和 维 束 变 元 (即将 在 后 面 说 归 》 
一 起 构成 的 公式 


Ух, Эх 
KAEA. ТАЕКЕ, Rp Vx 称 为 全 称 量词 , 它 表 示 论 


1) 这 和 自然 语言 的 语法 中 的 理解 下 所 不 司 .在 自 热 语言 的 语法 中 , 句子 “3 整除 6° 
TZAR IRER ER 所 ;在 这 里 , 主 酒 是 3 和 6, 亩 话 是 “有 整除 关系 *， 
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域 中 的 全 部 个 体 , 读 作 “ 凡 x” 或 “所 有 x”; 3x 称 为 存在 量词 , 它 表 
示 沦 域 中 的 部 分 个 体 , 读 作 “ 有 x” 或" 存在 х”, 

а Еа 
式 符号 ,逻辑 洞 在 逻辑 演算 中 有 特殊 重要 的 作 帮 . 

《六 ) 约 素 变 元 ”约束 变 元 是 一 个 夸 穷 序列 的 形式 符号 ， 我 

们 规定 英文 正体 小 写字 母 (或 加 下 深 标 ): 

` Xx, Y: Zy X yio Zi G = 1, 2, 3, ***D 
表示 任意 的 约束 变 元 ", 

在 本 书 中 。 约 束 变 元 在 合式 公式 中 必定 是 与 量词 符号 连 系 在 
一 起 使 用 , -构成 量词 的 。 在 量词 中 ， 约 束 变 元 单独 是 不 表示 什么 
的 ,因为 wx 和 Vy 都 表示 “ 凡 论 域 中 的 个 体 ”。 Эх 和 y жа, 
“在 论 域 中 的 个 体 ”、 

约束 变 元 也 称 为 约束 变 项 ， 还 称 为 约束 个 体 变 元 或 约束 个 体 
жей», 

С) 技术 性 符号 技术 性 符号 是 下 面 五 个 形式 符号 : 

LLG) >» 

ПИСЕ НЕЕ BES EEA AEA SB., а 
живые EN, 逗号 是 相同 的 ; 因此 要 随 上 下 文 来 识别 它 
们 是 形式 符号 还 是 通常 使 用 的 非 形式 的 符号 ， 

合生 技 术 性 符号 可 以 避免 误解 , 带 来 技术 上 的 便利 ， 技 术 性 
符号 与 自然 语言 中 标点 符号 的 作用 是 相似 的 ， 

以 上 我 们 说 明了 各 类 形式 符号 以 及 对 它们 的 解释 . 


D 我 们 接 照 希 尔 伯 特 和 贝尔 京 新 1934， 笑 用 队 类 不 同 的 符号 表示 个 体 词 和 约束 
变 元 ,在 不 少 文献 中 使 用 一 类 符号 表示 变 元 , РАБ ЕБЛЯ ЯЗ 
HARET, 其 中 的 自由 变 元 就 要 当 元 这 里 的 个 体 该. 

2) 入 书 名 的 约束 变 元 ， на Ж 
律 是 约束 个 体 变 元 。 
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502 逻辑 演算 (二 ) 


在 本 节 白 我 们 继续 说明 逻辑 痪 算 的 构造 和 意义 。 

我 们 要 说 明 什 么 是 合式 公式 ,说 明 怎 样 给 合式 公式 以 解释 ,使 
得 合式 公式 在 经 过 解释 之 后 成 为 命题 ， 变 详 细 地 说 清楚 这 些 癌 
题 ,在 绪论 中 是 有 困难 的 ,因此 我 们 只 打算 给 出 六 概 的 直观 说 归 。 

在 包括 命题 词 的 逻辑 演算 中 有 这 样 的 形成 规则 ， 它 规定 由 单 
名 一 个 命题 词 构成 的 公式 是 合式 公式 。 在 上 节 中 已 经 讲 过 , 命题 
词 是 表示 命题 的 ， 调 以 由 单 怨 一 个 命题 词 构 成 的 合式 公式 是 表示 
命题 的 ， 
” “在 包括 谓词 和 个 体 词 的 逻辑 演算 中 ,有 这 样 的 形成 规划 , 它 规 
Eh ”元 请 词 ,个 体 词 ,左右 括 弧 和 逗号 构成 的 公式 

Flas tta an) 
Жалақ. жазаны, 个 体 词 是 表示 论 域 中 的 个 体 的 。 如 
Жа, tsin DEJETOS YDRE а, :ms MF RR 
S 中 的 ”元 关系 了， 那么 Fas tts a) 就 表示 命题 
а, 有 P 关 系 

因此 , 像 FG, esa) 这样 的 一 类 合式 公式 是 表示 命题 的 。 这 
种 命题 具有 主语 和 谓语 的 结构 , 即 主语 和 调 语 的 座 辑 形式 ”在 上 
面 这 个 命题 中 :个体 ao, os 是 主语 ,关系 了 是 调 语 . 

яар а", G 表示 二 元 关系 
“小 于 *, HH 表示 三 元 关系 "两 数 平方 和 等 于 第 三 数 平方 ,又 假如 2， 
bse DIER 3, 4, 5， 那么 下 面 的 合式 公式 就 分 别 表示 下 面 右 方 
的 相应 的 命题 


合式 公式 命题 
F(a) 3 是 素数 
GG, b) 3<4 


H(a, b, <) 3 q # = 62 
ЯВИ Аар, Е 4-5 ЫНАН ҒО) 和 Ga, t R 
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ЖА, Hla, b, с) RFE. 

逻辑 演算 中 还 有 以 下 的 形成 规则 , 它们 规定 : 如 果 已 经 生成 
了 合式 公式 А, 那么 由 A 和 否定 词 了 生成 的 公式 A 也 是 合式 A 
Ж; 如 果 已 经 生成 了 合式 公式 A 和 B， 那么 由 A, B 和 合 取 词 A、 
析 取 词 V әнін — SEA 一 《加 上 左 括号 、 右 括号 ) 生成 的 
公式 [AABAA VB], [A = B] [AB] 也 都 是 合式 公式 . RE 
是 规定 由 已 生成 的 合式 公式 经 过 使 用 命题 连接 词 而 生成 新 的 合式 
公式 的 如果 A 和 3 分 别 表示 命题 A 和 对 ， 那 么 由 A 和 了 根据 以 
上 的 形成 规则 所 生成 的 下 面 的 合式 公式 就 表示 右 方 相应 的 命题: 


合式 公式 命题 

ТА 非 4 
[AAB] 45B 
[AVB] ARB 


[A—>B] wE ANB 
[A—B] ани B 
上 面 左 方 的 合式 公式 依次 称 为 A 的 否定 式 ,A 和 B ЮФУ, АЯ 
BORER AMB KARR, ARB 的 等 值 式 . 
命题 由 命题 连 医 词 连接 而 构成 更 为 复杂 的 命题 。 称 为 复合 命 
题 ， 上 面 右 方 的 命题 都 是 复合 命题 ， 不 是 经 过 使 用 命题 连 按 词 而 
构成 的 论题 称 为 简单 命题 ,在 有 的 文献 中 称 为 初级 命题 . 
使 用 命题 连接 词 构成 复合 命题 ， 这 是 很 自然 的 ; 例如 我 们 说 
“a 不 小 于 РИ НЧЕ а РЕ", 或 者 说 “a < 5” BD а < Рб 
a = 如 ,或 者 说 “如 果 “ 是 奇数 , 则 ?是 奇数 ,这 些 都 是 使 用 了 命 
题 连 搂 词 而 构成 的 复合 命题 .上 述 的 " 非 *>“ 与 “或 "," 如 果 , 则 ”， 
“ 当 且 仅 当 " 是 五 个 基本 而 又 常用 的 命题 连接 词 。 
构成 复合 命题 的 命题 称 为 支 命 是 ， 支 命题 可 以 本 身 也 是 复合 
命题 ,也 可 以 不 是 ， 例 如 复合 命题 : 
如 果 四 边 形 的 一 双 对 边 平行 并 且 相 等， 
则 它 是 平行 四 边 形 . 
构成 它 的 支 命题 “四 边 形 的 一 双 对 边 平行 并 且 相 等 ”仍然 是 复合 合 


за. 


іш 


题 , 它 由 两 个 支 命题 “四 边 形 的 一 双 对 边 平行 ”和 ”这 双 对 边 相 等 ” 
经 使 用 命题 连接 词 “ 并 且 ” 而 构成 ， 构 成 上 述 复合 命题 的 男 一 支 命 
题 “ 它 是 平行 四 边 形 ” 则 不 是 复合 命题 再 是 简单 命题 . 

复合 命题 的 真 女 值 由 支 命 题 的 真切 值 确定 。 这 就 是 说 , 命题 
“E 4” 的 值 由 4 的 值 确定 , 命题 “4 与 B”*,“4 或 B WRAN 
B”, “аА 当 且 仅 当 8” 的 值 都 由 4 和 的 值 确定 。 下 面 我 们 来 说 明 
这 个 问题 . 

先 涪 “ 非 4”。“ 非 4” 的 值 与 4 的 值 相 反 : A ERIE A” B 
4 假 时 “ 非 4" 真 ,这 是 清楚 的 . 

其 次 说 “4 与 8”。 当 4 和 8 都 真 时 ,“4 与 B” 是 真 的 ; 当 4 和 
B 中 有 一 个 是 假 或 考 两 个 都 假 时 ,“4 与 B” 是 假 的， 这 样 地 由 4 
和 8 的 值 来 确定 “4 与 8” 的 值 也 是 符合 通常 对 “与 ”的 理解 的 . 

再 涪 “4 或 8” 的 值 怎样 由 4 和 8B 的 值 来 确定 . 先 要 区 分 “或 * 
的 两 种 涵义 ， 即 相 容 的 和 不 相 窜 的 涵义 ， 若 对 于 “或 "采用 不 相 容 
的 涵义 ， 那 么 “4 或 B” 的 意思 是 “4 真 或 妃 真 但 并 非 两 者 都 真 ”; 
这 时 , 当 4 和 8 一 真一 假 时 ,“4 或 B ”是 真 的 ,而 当 4 和 下 都 真 或 
都 假 时 ,“4 或 3” 是 假 的 ， 若 采用 相 容 的 涵义 ,那么 “4 或 B” BË 
是 “4 RB RAABE” REN 4 和 中 有 一 个 是 真 或 者 两 个 都 
EH, “ARR” RRR, 只 有 当 4 和 好 都 候 时 “4 或 B ERR. 

在 日 常 语言 中 ,或 "的 涵义 是 不 确定 的 ， 按 照 字典 里 了 的 解释 ， 
“或 "有 不 相 容 的 涵义 。 可 是 在 数学 中 , “或 ”是 在 相 容 的 涵义 下 被 
使 用 的 ,例如 由 《a – 006 一 2) 一 0 我 们 得 到 

4 二 1 或 5 二 2 

这 是 说 “a = 1 或 5 一 2 或 两 者 都 真 ”, 而 不 是 说 “a = 1 或 2 一 2 
但 并 非 两 考 都 真 ”, 

在 数理 逻辑 中 ,和 在 数学 中 一 样 ,对 于 "或 "采用 相 容 的 涵义 ， 

“如 果 4 则 83” 的 真 假 值 这 样 来 确定 : 当 4 焉 而 B 假 时 “如 果 4 


则 8” 是 假 的 ;否则 , 当 4 和 8 都 真 织 者 都 假 ,或 者 4 假 而 B 真 时 > 


“如 果 4 则 8B” 是 真 的 。 通 常 在 数学 中 是 这 样 理解 的 . 
“如 果 4 网 8” 就 是 说 “如 果 4 正则 召 真 "， 也 就 是 说 不 能 4 真 
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TBI. BH AAT B ақ ШАМ” 是 假 的 , 这 不 需要 更 
多 的 说 明 ， 在 4 和 如 的 另 多 三 种 取 值 的 情形 下 “如 果 4 则 B* 都 是 
真 的 :这 可 以 举例 说 明和 如下， 考虑 命题 


1) же 二 1 则 x 过 3 
不 沦 其 中 的 * 是 什么 实数 , 1) ВЕДАЕ, Фа 一 0, D 就 是 
2) 如 果 04<1 则 0<3 


其 中 "0 < 1” 和 “p ЗА, ВОД В ДЇ. “АЛЯ 
AN BERAR. < x = 2, 那么 1) 就 是 

3) ШЕ2<1Ш12<3 

其 中 “2 < 也 是 假 的 而 "2 < 3” 是 真 的 。 所 以 当 4 ВАН, 
“WRAN B? 也 是 真 的 ， 最 后 , 令 x 一 4, 这 时 1) 就 是 

4) 如 果 4 <1 J| 4 < 3 

其 中 的 “4 < ?和 "4 < RERE MAR ARE R 
ав” TERK. 

以 上 给 出 了 z ЕМЕ ЖЗ. 事实 上 , 不 论 * 是 怎样 
的 实数 , 当 “x < 1" 是 真 命题 时 ，"x < 3” 必 定 是 真 命题 , 即 不 可 
能 “x < 1” 是 真 而 “x < j° 是 假 。 因此 只 有 三 种 可 能 的 情形 : 
Яс < 3" 都 真 或 两 者 都 假 或 前 者 假 而 后 者 真 ， 而 在 这 三 
АИТ D 都 是 真 的 . 

我 们 在 上 面 说 明了 怎样 由 4 和 了 的 真 候 值 多 定 “如果 4 Д в” 
жын. RIT 1) 一 4) 的 例子 来 说 明 这 个 问题 。 在 上 面 的 
说 明 中 我 们 肯定 了 DORATA, HETH 15 得 到 的 25, 3), 0) 
也 部 是 真 命题 ;但 是 实际 上 我 们 只 会 说 1)， 从 来 不 会 说 2), 3) 和 
4. 

再 举 一 个 集 论 中 的 命题 作为 例 于 : 空 集中 是 任何 集 3 的 于 
集 ,; 也 就 是 


#Cs 


53 # a € $ HJ aš S 
其 中 的 4 是 任意 的 元 素 ( 本 书 中 所 需要 的 集 论 的 初步 内 容 ,将 在 下 
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节 中 陈 这 )， 因 为 由 是 空 集 , 故 a€ 中 总 是 假 的 ， 由 于 当 4 是 假 命 
题 时 ,不 论 B 有 怎样 的 真 假 值 ,“ 如 果 4 则 B" ӨЙ, 所 以 5) 
是 真 命题 、 
上 面 我 们 对 怎样 确定 “如 果 有 44 则 8” 的 真 假 值 作 了 比较 多 的 讨 
论 和 说 明 . 
最 后 “4 当 且 仅 当 8B” 的 真 假 值 由 4 和 B НІНЕ жалны! 
而 定 ， 当 4 因 8 都 下 或 都 假 时 ,“4 当 且 仪 当 8” 是 真 命题 ; 当 4 和 
B 是 一 真一 假 时 它 是 假 命题 ， 这 也 是 清楚 的 . 
为 合式 公式 是 表示 命题 的 ， 所 以 我 们 自然 可 以 把 合式 公式 
所 表示 的 命题 的 实 假 值 就 看 作 是 合式 公式 本 身 的 真 假 值 ， 这样， 
一 A 的 真 假 值 由 A 的 真 假 值 按 照 下 面 的 表 确 定 ; ГАЛВЫАЛУВ, 
[A > В)А< ВІЙНА M B ARERR FEDERE: 


A| 7А 
7 
f t 
[AAB] | [AVB] | ТАВ] | [A—B] 
t t t 


f 
f 一 
t 


一 一 = -> 


B 
t 
t Т 
t f t 
f f f 
Әні АРА На АЕО ТАМА SEROR 
fe. хата AP оннан. 蕴涵 词 \ 等 值 词 的 真 假 什 
Ж. 
以 上 我 们 说 明了 逻辑 演算 中 由 已 生成 的 合式 公式 经 过 使 用 命 
题 连接 词 而 生成 新 的 合式 公式 的 形成 规则 ， 并 且说 明了 如 果 原 来 
的 合式 公式 是 表示 命题 的 ， 那 么 这 样 生 成 的 新 的 合式 公式 也 是 表 
示 命 题 的 ， 还 说 明了 后 者 的 真 假 值 与 前 者 的 真 假 值 之 间 的 关系 . 
逻辑 演算 中 还 有 一 种 规定 由 已 生成 的 合式 公式 经 过 使 用 量词 
而 生成 新 的 合式 公式 的 形成 规则 。 它 规定 ,如 果 … a.… 是 已 生成 
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的 合式 公式 ,个 体 词 a 在 其 中 出 现 , 约束 变 元 x 不 在 其 中 出 现 , 则 
ERRA КА а 的 所 有 出 现 之 处 而 得 到 公式 … x…( 它 不 是 合 
式 公式 ), 并 且 在 前 面 加 上 量词 Vx 或 反 , 这 样 得 到 的 公式 

Ме охе 了 
ЖАЖА, Бара 表示 论 域 中 的 个 体 x。 并 假设 合式 公式 
сае а ARER MAE va 经 使 用 量词 所 生成 
的 于 面 的 合式 公式 就 表示 右 方 相应 的 命题 : 


合式 公式 命题 
Yi AS 中 的 个 体 都 有 某 性 质 
ЕЕЕ A S 中 的 个 体 有 某 性 质 


我 们 往往 要 对 论 域 中 的 个 体 作 一 般 性 的 陈述 。 假 设 论 域 5 是 
有 穷 集合 , 它 由 个 个 体 а» со 构成 。 那 么 说 “ 凡 5 中 的 个 
体 都 有 了 4 性质 ”就 是 说 “oa 有 4 性 质 并 且 e, 有 4 性质 并 且 … 并 
Н =, 有 4 性 质 *, 说 “有 5 中 的 个 体 有 4 性质" 就 是 说 “wm 有 4 性 
质 或 m 有 4 性 质 或 … 或 о 有 4 性 质 "。 但 如 果 3 是 无 穷 集 合 ， 
那么 对 $ 中 的 个 体 作 一 般 性 陈述 时 ， 使 用 量词 就 是 自然 而 不 可 避 
免 的 了 . 
前 面 讲 过 的 命题 “oa，'…，c。 有 下 关系 ”和 上 面 这 两 个 命题 
都 不 是 由 命题 经 使 用 命题 连接 词 构 成 的 ， 因 此 都 不 是 复合 命题 而 
是 简章 命题 . 
我 们 还 是 把 合式 公式 所 表示 的 命题 的 走 假 信 看 作 是 合式 公式 
本 身 的 真 假 值 ， 这样， Yx …x'… 和 ax…'x… 的 真 候 值 就 由 生成 
它们 的 …a… 的 真 假 值 和 论 域 5 е 

2222... ТЕГІН 
ЖФ + KR S 中 的 哪 一 个 体 a, 
-ua o :的 真 假 什 吓 +C 即 “a 有 | t 
HER ER) 
可 以 :表示 $ 中 的 某 一 个 体 a 

而 … a.…* 的 真 假 值 是 和 见 “a t 
有 某 性 质 "是 假 ) 


.1:. 


rae EF 
可 以 :表示 3 中 的 某 一 个 体 о, 
Toe WARES 
不 论 а 表示 5 中 的 哪 一 个 体 а, 
-oa 的 真 假 值 是 | 


上 夯 我 们 古 要 地 说 明了 ,在 给 DRE ERREKORELE, 
合式 公式 是 表示 命题 特 ， 下 面 举 所 个 例子 
5) Yax[Fkay х) > [GOA нс; В ӘП 
7) VG > GAF, yy AFG, АН ОП 
квн. 令 论 域 是 自然 数 集 。 令 ЖК, F 表示 
UNT GRT RRR” HER RR”, 那么 6) 就 表示 下 面 的 
命题 8): 


8) 任何 大 于 1 的 自然 数 都 有 素数 整除 它 。 
7) 就 表示 下 面 的 命 是 9): 
9) ЕЕ А ОЕ А 


DAN фанта, тая атата. 
由 于 在 给 以 解释 之 后 合式 公式 成 为 命题 , MAREAK T 
AC 即 让 能 变形 到 A, 或 了 与 A 有 变形 关系 ) 就 成 为 由 了 所 过 示 的 
命题 能 推出 4 所 表示 的 命题 ,或 者 简单 地 说 , Tho ARRE. 
EHA 或 了 与 A 有 推理 关系 。 这 就 是 道 ， 变 形 关 天 表示 接 理 小 
么 ,变形 规则 表示 推理 规则 , 例如 , 深 名 演算 中 有 下 面 的 变形 规则 
ДА >B], A |e B.. 
其 所 的 三 个 合 或 公式 之 损 的 形式 关系 是 显然 的 。 即 第 一 个 合式 公 
式 由 第 二 和 第 三 个 合式 公式 用 比 涵 词 连 反而 构成 ， 这 个 变形 规则 
就 表示 : 


由 “如果 4 则 B” 和 4 能 推出 B 
这 就 是 假 言 推理 规则 . 
RE EMET AEREN I ATRE TERANE 
则 ,由 之 赴 底 了 合式 公式 各 变形 关系 ,并 且 对 这 些 形 式 对 象 给 予 了 


ЛАЛ, Зита Нуе ТАЯ 
Pe. ЕАН ИОВ ОИЕ НЕВЕ ИНЕ 
式 化 .我们 把 浸 辑 演算 中 的 变形 规则 和 变形 关系 称 为 形式 推理 规 
则 和 形式 推理 关系 ;把 TLA 称 为 由 T 能 形式 地 推出 4， 把 其 中 
的 工 称 为 形式 前 提 。A 称 为 形式 结论 。 因为 这 些 部 是 我 们 所 要 研 
究 的 逮 辑 演算 中 的 形式 对 象 , 所 以 在 它们 的 名 字 中 都 加 上 “形式 ” 
二 字 , 表 示 它 们 与 我 们 研究 它们 时 所 要 用 到 的 推理 ,前 提 和 结论 等 
是 有 区 别 的 ， 然 而 , 当 不 至 于 引起 误会 时 ,“ 形 式 ” 二 字 自然 都 可 以 
省 格 .“ 形 式 符号 * 中 的 “形式 ”二 字 也 可 以 省 略 。 

以 上 我 们 对 解释 作 了 一 些 直观 的 说 明 ， 在 村 名 加 演算 时 ， 
对 其 中 的 形式 符号 ,形成 规则 和 变形 规则 ,以 及 由 这 些 规则 所 生成 
的 形式 对 象 , 我 们 是 有 解释 的 。 但 是 当 把 逻辑 演算 作为 形式 系统 
加 以 研究 时 ,我 们 又 要 把 其 中 的 这 些 形式 对 象 都 作为 未 扣 解 释 的 。“ 
因而 是 没有 任何 涵义 的 对 象 来 看 待 .因此 ,读者 可 以 注意 ,在 本 书 
的 前 三 章 中 ,我 们 是 并 不 讲 到 。 也 并 不 用 到 解 县 的 , 虽然 可 以 而 且 
应 当 想 到 有 这 种 解 沟 在 第 四 章 中 研究 逻辑 演算 的 可 靠 性 和 完全 
性 问题 时 ,我 们 才 甩 到 解释 ， 那 里 将 给 出 这 一 概念 的 严 窜 的 定义 、 

通过 上 节 和 本 池 的 讨论 。 我 们 说 明了 退 辑 演算 这 种 形式 语言 


的 语法 和 语义 两 个 方面 。 逻 绥 演 筹 的 语法 结构 首先 是 形成 规则 和 
合式 公式 的 生成 ;其 次 ; 因为 逻辑 演算 是 为 了 研究 推理 而 构造 的 形 _ 
式 语言 ,所 以 它 的 语法 也 涉及 变形 规则 和 奖 形 关系 , 即 形式 推理 规 

则 和 和 形式 推理 关系 。 因此 , 逻辑 演算 的 语法 是 关于 合式 公式 和 形 - 
式 锥 理 关系 的 形式 结构 的 ， 罗 辑 演算 的 语义 是 关于 对 这 些 形式 对 
象 的 解释 的 ， . 


503 集 的 基本 概念 


在 本 节 中 我 们 简单 介绍 集 论 的 初步 知识 ， 包 括 集 的 概念 及 其 
运算 和 关系 ,可 数 集 ,不 可 数 集 等 。 
按照 习惯 的 用 法 , 令 


1) — ~ 
表示 一 -是 ~ 一 的 另 一 种 写法 . 1) 读 作 “一 一 定义 为 ~.*, 其 中 
的 一 一 称 为 被 定义 者 ,~ 一 称 为 定义 者 .例如 

а<ӛзш а<%Ша-% 
MERRE “¿< b sk a = 2” 写作 “4 < b”, 按照 习惯 的 用 法 ， 
我 们 又 令 


А->В-а ЖАВ 
А4<>В-т 4 当 且 仅 当 B 
Еж, 与 一 不同, <> 与 人 一 不同 ， 一 > 是 我 们 解释 为 “如 果 ， 
则 ”的 形式 符号 ;< 是 解释 为 " 当 且 仅 当 ” 的 形式 符号 ;但 是 一 和 
< 都 不 是 形式 符号 , 一 > 本 身 就 是 "如果 , 则 ”, <> 本 身 就 是 “ 当 
Воч”, => 和 < 分 别 是 “如 果 , 则 ”和 “ 当 且 仅 当 ”的 另 一 种 简 
单 的 写法 . 
于 面 从 集 的 概念 开始 . 
由 给 定 的 对 象 我 们 构成 集 或 集合 ， 例如 ,由 某 个 逻辑 演算 可 
以 构成 许多 的 集 , 像 其 中 所 有 符号 的 集 , 所 有 公式 的 集 , 所 有 长 度 
小 于 100 的 公式 的 集 , 所 有 合式 公式 的 集 等 。 
构成 集 的 事物 称 为 这 个 集 的 元 或 元 素 ， 我们 以 
acA А 
表示 “是 集 4 的 元 , 也 说 a 属于 4， 集 由 属于 它 的 元 所 确定 ， Ж 
4 和 召 若 有 相同 的 元 , 则 它们 是 相等 的 , 记 作 
= В 
如 果 4 中 的 元 都 在 了 中 , 则 称 4 是 屯 的 子 集 , 记 作 
аАсвйв>ол 


因此 有 
А = В <» (АСВ SBCA) 
我 们 令 
a A=a ЗЕ (гв А) 
A= В=а 非 (4 = В) 
AG 8В-а 非 C4CB) 


дат 8 E A= 26А 5-9 а.6 4 
att tsa, É A= аА Sea ЕА 
асв У 4 5 B, ДАВАЯ. 
一 个 азба 为 它 仅 有 的 元 的 集 , 我 们 记 秆 
Хаз еу en} 
因此 , {a} ERA a 为 元 的 集 ; 显 然 :任何 x, 
к«64а)<->хс-а 


同 祥 地 ,任何 х, 
r€ [a, b) <> (z = a R = = Б) 


一 般 地 ,任何 к, 
z€ la tts a] €> (x = a 8 x = а) 
BELLIER ТАЯ 
{a b} = ТЬ, a) = 0а, b, b} = La, b, bp a) = +» 


а, Б, c} = {os c, b} (с, 8, a} = (а 5, а, c} = 5 
天 此, 集 的 确定 与 其 中 元 索 的 次 序 是 无 关 的 、 

空 集 是 其 中 没有 元 素 的 集 ， RHA 

% 

ЖЕ. 任何 x, 忆 有 rte, 

任何 集 4, 恒 有 фса, 

由 计 有 满足 一 定 条 件 的 x AREE, RINGE 

{efer} 

Hp ехе” EA x ТЫРА, х ERE, ПАД, 


А = (х) < 100 与 x 是 素数 } 

[x|x 二 0 或 x 一 1 或 x = 21 

那么 4 就 是 所 有 小 于 100 的 素数 的 集 , B ARE 10,1,24. 
我 们 令 


АГ.В-а ік|к64ҢхеВ% 
AUB=w ізхік64 5хев) 
Ата {ringa} 
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4-В-з (z|z=< A5 rB) 
BRIM 4N BEX ЫВ С), 4 U 8 称 为 4 与 8 的 
HOHE A RA a EOE A В и В ЗЕ СДИ 
Z). а 和 B 称 为 不 相交 的 ,如 果 ANB = ё, ` 
下 面 列举 的 是 集 论 中 为 一 些 常用 的 定理 : 
АПВ = В 
AUB = вуй 
АСВ ЛС) = ANBING 
AUCBUC) = CAUBIUC 
ANC(BUCY = (ANBIUCAN C) 
АЦСЕПСЭ = {AUBINCAU CY 


ай4= 4 

494-4 

А-а 

АПА = $ 
(АСВ 5 BCC) = АСС 

4ñn BCA 

ACAUB 


АсВ<>АПВ-А 
АСВ <=> AUB = В 
АСВ <> АПВ = Ф 
ACBNC <>(АСВ Басс) 
Аовсс<»(асс 5 всс) 
H a #t b ЕНА Ж 
Ca, b) 

TÆ Ca, b) = (e, d) SARN, ¿= c 并 且 ¿= 2, 一般 地 ， 
以 
as go 
表示 由 eo 75, e, 构成 的 有 序 ”元 组 : 或 表示 由 stis с, 384 
成 的 让 穹 序列， 按照 本 书 中 的 名 间 保 用 方法 , 有 序 ”元 组 诚 是 n 

Ro 


WHAEA. Cas … a) = Cho 555 АҢ БАШ, n =m 
并 且 ¿a = 601 = 1, n), 

给 定 # 个 集 Aot А. RIS : 

ахх Аа {бо хі € AG = 1, 6-9, n)y 
也 就 是 令 - ` 

AX e X ÁA,=a {x| 有 xi€ AG = 1, n) 
HE х = (zo е 0) 
AX X An, 按 习惯 称 为 Ao ttt, Aa ВЕЛО. о 
аар аа Е е ИЕА 
Аай X --- X À 


я 
A 就 是 所 有 由 4 中 元 构成 的 有 序 > 元 组 的 集 . A" 称 为 4 的 = 次 
ЖЕЛ. 

ТЕП НЕ AHH АЖ CREA B САН 
ЗОО Ж. Pian, << ЕРНАТ 4 
和 5 有 < 关系 ,也 有 所 关系 ,但 5 和 5 AERAR HESAR. 

设 R 是 集 4 中 的 一 个 4 元 关系 , а 5575 а, 是 4 中 的 元 ， 令 

Еа, an) 一 此 а 7 а, 有 及 关系 
其 中 的 азы 是 有 次 序 的 ， 我 们 把 4 中 的 元 关系 RR 等 同 
于 一 个 由 4 中 元 构成 的 某 些 有 序 amA Cas v, а,) 的 集 ,其 中 
的 а, "а, BARRAR. RREH RITE 

R = [Gas е» а,) 1а» “еше A HH R Can б, а 0) 
这 样 ,R 是 As 的 一 个 子 集 . 

、 例如 自然数 集 N 中 的 < 关系 就 是 下 面 的 自然 数 有 序 二 元 
的 集 : 


[G у), yE N 并 且 «<у) 

如 果 所 考虑 的 是 4 中 的 一 元 关系 ,也 就 是 4 中 元 的 性 质 , 则 这 
个 关系 就 等 周 于 4 的 一 个 子 集 , 即 由 有 这 个 性 质 的 元 构成 的 子 集 。 
例如 P ,若是 自然 数 的 “是 素数 "性质 ,那么 


1) R. Descartes, 
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P= {x|xEN ЖА х) 
我 们 要 考虑 一 和 特殊 的 二 元 关系 。 称 为 等 价 关系 .4 中 的 二 
元 关系 已 称 为 寂 中 的 等 价 关 系 , 如 果 它 满足 以 下 的 条 件 2) 一 4): 


2) RÇa, 2)《 自 反 性 ) 
9 Еа, b)=> RO, а) СЖ) 
4) сыба, b) 与 RCh, с) > Са, с) СЕЗНЕ) 


其 中 的 a, b, о 是 4 中 的 任意 的 元 ， 利 用 4 中 的 等 价 关系 R, wJ 
以 把 4 划分 为 不 空 欧 互 不 相交 的 若干 子 集 ， 使 得 4 中 性 富 元 都 必 
定 而 且 只 能 局 于 其 中 的 一 个 子 集 ， 这 些 三 集 的 并 就 是 4。 划 分 的 
方法 是 把 4 中 互相 及 关系 的 元 分 在 同一 个 子 集 之 中 。 这样， 对 
于 4 中 任何 元 < R b, Е(а, 妃 成 立 , 当 且 仅 当 , 4 和 5 属于 同一 个 
根据 KR 划分 成 的 4 艾 子 集 ， 属 于 同一 个 入 集 的 4 的 元 称 为 互相 等 
价 的 ,这 样 划分 成 的 4 КТЖ ЕНЕ ИО 4 ов 
类 . 

玉 过 来 ,如 果 4 已 经 划分 成 为 等 价 类 ,那么 可 以 由 它 确定 4 中 
的 等 份 关系 如 下 : 分 到 同一 个 等 价 类 的 元 之 疝 有 这 个 关系 , 分 到 
不 同等 价 类 条 元 之 百 没 有 这 个 关系 . 

两 个 集 冯 和 召 ， 如 果 对 于 4 的 每 个 元 有 电 的 唯一 的 元 与 之 对 
应 ,并 且 对 于 互 的 每 个 元 有 4 的 唯一 的 元 与 之 对 应 我们 说 4 和 召 
有 一 一 对 应 关系 ， 4 和 8 有 一 一 对 应 关系 也 就 大 说 ,有 函数 j, 使 
得 ,任何 re A, £ 30) B, ЖЕ, y& B, 有 唯一 的 x€ 4, 
Ж (zy = y. 

两 个 集 之 间 的 一 一 对 应 关系 是 一 种 等 价 关系 .。 有 一 一 对 应 
系 的 集 岂 称 为 等 价 的 ， 等 从 的 集 丈 为 有 家 同 的 基数 或 势 ， 集 的 基 


数 与 集 有 怎样 的 元 是 无 关 的 ， 

集 4 称 为 可 数 的 ,或 称 为 可 术 举 的 ,如 采 4 的 元 可 以 排 成 一 个 
不 重复 的 有 穷 序列 
5) dos 5773 0, 


或 香 排 成 一 个 不 重复 的 无 穷 序 列 


6) САСТЫ 
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“不 重复 ”的 意思 是 说 。 任何 不 同 的 M p as a. 在 前 一 种 情 
形 ,44 称 为 有 穷 集 ,在 后 一 种 请 形 , 4 称 为 可 数 无 名 集 .因此 可 数 集 
ЖЕУГЕ ЕЖ В. 我 们 拒 这 样 共 集 4 称 为 可 数 集 ， 
意思 是 说 4 中 每 个 元 部 在 5) 或 6) 中 的 菜 个 位 置 上 出 现 。 痢 是 其 
中 的 某 个 =s 在 5) 或 6) 中 由 а RART RAT ANENE CA 
6) 是 无 穷 序列 )。 
DROB ANARE. 
忌 然 , 可 数 无 穷 集 自然 数 集 有 一 一 对 应 关系 有 穷 集 和 小 于 
REAR т 的 自然 数 的 集 有 一 一 对 应 关系 . 
我 们 规定 空 集 是 可 数 集 . 
面 我 们 举 一 些 可 数 集 的 例子。 设 4 是 三 个 符号 а, Б, < 
С-НЕ, = 个 符号 ) 构成 的 所 有 公式 的 集 ， 4 中 的 元 可 以 如 
下 地 排 成 一 个 无 穷 序列 ; f 
7) С, з, Ё, с, aa, gb, ас, ba, bb, bes 
са, ch, ссу aaa, adb, aar, Gba, 55, CCC, +t 
4 中 的 元 在 7) 中 是 按照 以 下 两 个 原则 排序 的 ， 第 一 , 按 公 式 的 长 
EH ,长度 小 的 在 前 ; 第 二 , 长 度 相同 时 按 字典 次 序 排 ， 罗 此 4 是 
TAR. 
设 4 和 了 是 可 数 集 , 则 4 X BB 也 是 可 数 集 . 令 
Э] ата тыс 
9 bas б Das т 
ТЕРА ЖЕРДІ ата 
(as hs Со» 80» (аһ hO, Саз, Ы), Саз 80» 
(а, Б), Саз 5» (а Б), Са Б), Cass 5» 
(а Б), Са, А), е 
ЖАЗАНЫ ИЧ. B~, Ph = ftp FRR 
жеменей. РАНЧА ИАА 。 ATREO 
在 前 面 。 我 们 也 可 以 先 把 4 x B НЬ СЗЯ, 


425. 


Cas b (aa h) “(as b) > Са, bi) ee 
Cas b) Cao b) Can b) Cao 5): 
10) Gob (asb) Unb) Canh) 


Саз b) (ab) Са Б) Cas bse 
4 


然后 可 以 沙 10) 中 箭头 的 方向 把 4 x 吾 中 的 元 术 举 如 下 : 
ау 60» Са» №), (аз Һ), а» bo), 
ба, 61, Са Eads Cass 5), Ca., Б), => 
ЖЖ, pP 5k aaj TENS. 

н ЕТИ АН, 如 果 4 是 可 数 的 , 则 A 是 可 数 的 。 
жанан жа ымы а 是 可 数 的 , 则 ез 也是 可 数 的 ,因为 
Ati = 2" x 4 因此 ,根据 数学 归纳 法 ?如 果 4 是 可 数 集 , КИЕ 
fln, А" 是 可 数 作 。 例 如 ， 任 何 *， 自 然 数 的 = 元 组 的 集 是 可 数 
Ж 


ТЕЕ Н ИР: НАР RNA ARDRE 
ЖЕ. 这 一 点 可 以 这 样 来 证 明 . 36 501 ан НА 
BERA RTR $ 8B。 是 所 有 长 度 是 (аса) 的 公式 的 
Ж. B. 和 4° 有 一 一 对 应 关系 因为 前 百 证 明了 4" 是 可 数 的 , 故 
B。 是 可 数 的 ， 令 


. быз баз баз” 
是 B, В БОК, З ҢЫ ТИ АЗА Ж Bo Bo Вс”, 
所 有 这 些 菜 的 并 再 加 上 空 公式 。. 因 此 可 以 把 其 中 的 公 寂 排列 如 
T: 


1) 我 们 将 在 $34 中 讲述 数学 归 钠 法 ,读者 在 必 轨 时 可 以 先 参看 $04 的 内 容 。 
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11) 


RERI D PERASAAN DARE ааа 
©, ans dns Фп diss Aas би» Gs dus ба» 55 
Д: ае S ARAR RETR. 
然而 无 究 贷 并 不 都 是 可 数 的 。 对 于 两 个 无 穷 案 , 我 们 仍然 可 
久 比 较 它 们 的 大 小 ,这 是 代 论 的 成 就 ， 康 托 尔 ?用 他 著名 的 对 角 线 
方法 证 明了 实数 集 是 不 可 数 的 ， 我 们 不 在 这 里 介绍 这 个 证 明 . 我 
们 要 用 对 角 线 方法 证 明 所 有 在 公式 贷 上 有 定时 的 、 取 公式 为 值 的 
函数 的 集 下 是 不 可 数 的 ， 设 
ааз тіз ёа 75 
Е Ре Ио е it 
12) fos fo js 
是 王 的 任意 一 个 枚 举 ， 令 
13) ба) = а (0,1, 2j = 0 l2, +t) 
我 们 均 造 下 面 的 无 穷 矩 阵 : 


аю Ga ag ag + 
Яш Ba ар ав с” 
1) ap en ар ав 
ам an an an 
0) 9. Centor, 
027 • 


FRID 中 对 角 线 上 的 元 ("对 角 线 方法 * 因 些 而 得 名 ): 

fos Ф» fps dass "tt 
令 = 是 任意 一 个 不 空 的 公式 , 即 a 0, AFAR f, 使得 
15) Ка? = ana = fila)a G = 9,1,2, -99 
ЗН, РИА РАТЕ ЗЕЕ БАЛЖАН, gk ye F. 
然而 可 以 证 明 # Же 12) оф, Зак 了 在 125 h, Bini f = k, 
则 对 于 任何 хе 4, BEO = hO 因而 有 


16) Ка) = Һа 
由 16) 和 13), 可 得 

17) Ка) = в. 一 amn O 
由 15) 又 有 

18) Kan) = ә 


故 由 1724118) 可 得 dun 一 aanas НЕННЯ а = Ө, 
这 与 “不 是 空 公式 的 假设 相 矛 下， 故 了 不 在 12) 之 中 , ДЕР 
的 任何 一 个 枚 举 之 中 .这 就 是 说 , F 是 不 可 数 的 。 

席 列 中 的 项 是 有 次 序 的 ， 改变 序列 中 项 的 次 序 就 得 到 另外 的 
序列 。 例 如 ,如 条 a 与 a, 不 同 ,那么 下 莫 两 个 序列 


fos Qu йр "7" 


асасы 
就 是 不 同 的 序 询 有 穷 序 列 的 情形 也 是 这 样 。 然 而 却 有 

Га аа azy {аз ao en ӨЗ) 
因为 这 些 不 再 是 译 列 而 是 集 令 了, 集 含 中 的 元 是 没有 次 序 的 , NA 
相同 的 元 的 集合 都 是 相等 的 ， 
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为 了 说 明 数 学 归纳 法 ,我 们 要 从 自然 灼 的 生成 讲 起 。 
从 初 奴 的 对 象 自然 数 0 出 发 2, 接 连 地 对 已 经 生成 钓 自然数 


D 这 里 以 非 负 整 数 作为 自然 洛 ， 自 然 雪 也 可 忆 由 1 无 蛤 ,对 以 正 整 数 作 为 自然 数 ， 
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应 用 一 元 的 后 继 运 算 或 函数 ， 而 得 到 另 一 个 自然 数 允 。 就 生成 自 
然 数 的 无 穷 序列 : 


0, 0, 0”, 0”, ee 

s о БЖК. BEARREAN S 
0s L, 2, 3, + 
这 是 十 进 制 的 写法 ， 也 就 是 令 0 = 1, 0 = 1 =2,0” = 1” = 
2 一 3, 等 等 . 
自然 数 的 这 种 生成 情况 可 以 用 以 下 的 两 个 命题 来 描述 : 

D 0 是 自然 数 . 
2) ШАНИ, т 是 自然 数 ， 
其 中 的 D 直接 生成 0 这 一 个 自然 数 , 2) 则 是 由 已 经 生成 的 自然 
数 生成 另 一 个 自然 数 , 即 生成 它 的 后 继 ， 自 然 数 是 应 用 1) 和 接连 
地 应 用 2) 而 生成 的 。 

1) 和 2) 只 说 明 怎 样 的 对 象 是 自然 数 ， 却 并 不 说 明 怎样 的 对 
象 不 是 自然 数 , 因此 1) 和 2) 并 没有 确定 自然 数 的 概念 。 我 们 再 
加 上 以 下 的 命题 : 

3) 只 有 由 1) 和 2) 生 成 的 是 自然 数 ， ， 
3) 是 说 除了 由 1) 和 27 生成 的 对 象 之 外 , 其 他 的 对 象 都 不 是 自然 
Ж. 因此 ,根据 1), 2) 和 3), 自 然 数 的 全 体 就 是 确定 的 了 。 

1), 2) 和 3) 构成 自然 数 的 定义 。 这样 的 定义 称 为 归纳 定义 。 
令 P 是 自然 数 的 一 个 性 质 , 并 令 


PCa) 
表示 自然 数 * 有 P 性质 . P) 是 一 个 命题 ,现在 假设 命题 

人 қо 

5) 所 有 ,如 果 Fw) РС) 

RY. 那么 由 4), 并 且 逐 步 地 应 用 5), 就 得 到 

6 PCO), PCO’), PCO”), PCO”), +++ 

根据 1), 2) 和 3) 10,07,07, 0”，…} 就 是 自然 数 的 全 体 ,因此 由 


6) 可 以 得 到 
7) 所 有 n, Р(а) 


.2%4». 


H 4) 815) 推 出 2), 这 是 数学 归纳 法 原理 ，7) 是 一 个 说 所 有 自 
АРЕ НАНО ТИЕ, 户 据 数 学 归纳 法 原理 可 以 证 明 7035 
样 的 命题 ,这 梓 证 明 方法 称 关 数学 归纳 法 ,简称 为 归纳 法 ， 用 数学 
归纳 法 作 出 的 证 明 称 为 虹 纳 证 明 . 所 要 证 明 的 7) 这 衬 的 命题 称 
为 归纳 命 十 ,其中 的 = 称 为 归纳 变 元 。 由 4) A 5) 证 明 7), 是 对 
”进行 归纳 ,我 们 说 证 明 是 施 归纳 于 n EAER NAR 
第 一 步 是 证 明 4), 称 为 基 始 ， 第 二 步 是 证 级 5), RABA. AT 
基 始 和 归 钠 ,就 得 到 所 要 证 明 的 归 钠 合 题 7), 归纳 这 一 步 是 假设 
了 Ра) 而 由 之 推出 бә? ,其 中 的 Қа) 称 为 归纳 假设 或 归纳 
й. 

数学 归纳 法 中 的 5) TIRA 
5) БЖ», UE PCO), --- , Pn) WJ Қа? 
这 就 是 说 ,由 4) 和 5°) 也 可 以 推出 7), 证 明 如 下 ， 任 意 给 定 #. 由 
AHR PCO 所 及 由 5*) 令 其 中 的 4 等 于 0, 可 得 K1)， 由 PC0) 
和 PO) 以 及 由 59) 令 其 中 的 # 等 于 1, 可 得 PO) APRI 
行 下 去 ,就 能 推出 ғ), 这 就 证 明了 ?)。 

由 4) 和 59) 推出 ?73。 这 是 数学 归纳 法 的 另 一 个 形式 , 称 为 审 
和 数学 归 纺 法 ,简称 为 囊 什 归 纳 法 ， 率 值 归 钠 靶 的 两 个 步 卫 中 ,4》 
的 证 明 仍 称 为 基 关 , 52) 的 证 明 称 为 率 值 归纳 或 归纳 。 串 值 归 纳 
中 的 双 纳 假设 由 5) 中 的 一 个 命题 PCn》 改 为 5°) 中 的 * 个 命题 
RCO), ++, Қа). 

BEBE F Xi ЯНК, BEE H h у 4) 和 
5°) 合并 为 
Ы, MAn 83 m < a 时 Бө) 则 Ба) 
在 8) 中 令 一 0。 就 成 为 
9) 如 果 当 mw 之 0 时 РСт), WI PCO) 
EF m ko RRI i 9 中 的 “ 当 m < 0 H P CERE: 如 
果 m < 0, Ü] PCm)》 是 或 立 的 。 因 此 PC0) 成 立 ,这 就 是 入 ， 庄 
3) 显然 可 得 5)， 故 外 8) ЗЈН 7), 

使 四 数学 归纳 法 村 ， 基 始 部 分 也 可 以 不 是 证 PO, MEE 


430. 


RC4)。 其 中 的 天 是 某 个 自然 数 ， 这 样 就 不 是 证 明 所 有 的 自然 数 都 
有 基 个 性 质 ,而 是 证 明 从 # 起 的 所 有 自然 数 帮 有 其 个 性 质 . 

自然 数 是 各 不 相同 的 ， 即 由 12412) 生成 的 对 象 是 各 不 相同 
的 ,这 一 点 没有 反映 在 1),2) 和 3) 之 中 , 它 不 能 由 这 三 个 命题 推 
Bo 为 了 刻 划 自然 数 序列 的 这 一 性 质 ,需要 增加 以 下 的 10) 和 11) 
两 个 命题 
10》 ВЕНН z, п Z 0. 
п) ПЕВ т ә, 如果 т = n',Wj m = s. 
FERNER 
12) 如果 已 经 依次 生成 的 自然 数 0, …。 n ERREEN, Wn 

与 0, …， = 都 不 相同 。 
命题 12) 是 对 于 所 有 的 自然 数 = 都 成 立 的 ， 因 此 我 们 用 数学 归纳 
法 来 给 以 证 明 , 施 归 钠 于 其 中 的 z. 

基 始 : n 二 0。 这 时 12) 500350, ЖЖ 10), 这 是 成 立 的 。 

妇 纳 : 设 12) 当 n = А RM. Фя = +1, 这 时 12》 
就 是 ， 如 果 0,…s 盛 十 1 各 不 相同 ; 则 (kt 十 17 590, 54-1 
都 不 相同 。 ін 10),(4--1У 0. 5е)Е1,.-,6-1 中 的 
任意 一 个 ,并 且 令 w 是 m° 的 后 继 ， 我 们 要 证 明 Ck + 1) = т. 
R G& + 1) = m, СОЪ 1 = т", АНЫЗ k + 1= 
m°, 这 与 归 钠 假设 ( 它 说 不 十 1 与 90, …, НА) 3809, 
因为 m° 是 0, …， 大 中 的 一 个 。 因此 G + 17 = т, НЕВЕ 
明了 12) 当 a= k + 1 时 成 立 . 

由 以 上 的 基 始 和 归 钠 ,就 证 明了 12). 

由 12) 就 可 以 推出 所 有 的 自然 数 都 是 各 不 相同 的 。 
р 下 面 我 们 要 使 用 数学 归纳 法 证 明 数 学 公式 中 括号 排列 的 一 些 

人 性质, 这些 性 质 后 面 是 要 用 到 的 ,它们 的 证 明 又 可 以 作为 应 用 数学 

归纳 法 的 例子 .。 

数学 公式 中 的 括号 ( 左 插 号 和 右 括号 ) 是 成 对 地 被 使 用 的 , 用 
来 指明 公式 中 的 各 个 部 分 是 怎样 被 结合 的 。 这 种 在 数学 公式 中 成 
对 地 被 使 用 的 左 括号 和 右 插 号 ,我 们 说 是 互 为 配偶 的 ,其 中 的 一 个 
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是 另 一 个 的 配 畦 .为 了 醒目 ,往往 把 斤 号 写成 各 种 不 同 的 形状 , 妇 
C yl. ЫЫ) 

等 等 。 但 事实 上 , 即 令 把 括号 写 或 一 种 左 括号 和 右 括号 的 形 钛 , 例 
区 都 窟 成 [和 ] 的 形状 ,我 们 卫 能 通过 一 种 机 械 的 能 行 的 方法 ,来 识 
别 哪 个 左 括号 和 右 括号 是 互 为 配 俩 的 。 也 就 是 说 , 对 于 任意 的 左 
括号 和 右 括号 ,我 们 有 机 械 的 能 行 方法 来 找到 它 的 配偶 ， 这 样 : 即 
令 招 将 号 写 戌 一 种 左 括 导 和 右 括号 的 形状 ， 它 休 台 同 样 地 起 到 指 
明 数 学 公式 中 的 各 个 部 分 怎样 被 继 合 的 作用 。 所 说 的 这 种 杯 柜 的 
能 行 方法 称 为 算法 。 求 两 个 自然 数 的 最 大 公约 数 的 辊 转 相 除 法 就 
是 大 家 熟悉 的 算法 的 例子 。 

在 讨论 数学 公式 中 括号 的 配对 同 题 时 ， 公 式 中 除 括号 之 外 的 
其 他 的 符 乞 是 可 以 不 加 考虑 的 。 合 如 下 区 两 个 公式 : 
13) a — [è + 10а +8] x [ġ— c] 


14) 8-41хЦ2-41-4-81- 


这 两 个 公式 中 活 导航 配 对 方法 是 相同 的 。 污 号 下 面 的 编号 表示 配 
有 相 司 数 的 括号 是 互 为 配 俱 的 。 我 们 可 以 淆 去 13) 和 14) 中 除 括 
号 之 外 的 符号 ,这 实 它们 就 都 成 为 
15) ГІТСІТІП 
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显然 , 137 14) 中 括号 的 外 对 问题 , 同 15) 中 括号 的 型 对 问题 是 
同一 个 问题 。 在 数学 公式 中 擦 去 除 括号 以 处 的 符号 之 后 ， 所 靳 下 
的 (例如 1522 就 是 一 个 括号 的 序列 ， 

数学 公式 中 的 括号 的 证 列 具 有 以 下 两 个 性 贡 : 第 一 。 左 括号 
和 和 右 括号 的 数目 相同 并 且 在 一 定 的 配对 方法 之 下 每 个 左 括号 与 
一 个 出 现在 它 右 方 的 右 括号 互 为 配偶 ;第 二 , 任 避 两 对 配偶 都 不 是 
互相 分 隔 的 ,就 是 说 , 一 对 配偶 或 者 出 混在 另 一 对 之 内 , 或 者 出 现 
在 另 一 对 之 外 . 

具有 上 过 性 质 的 括号 的 序列 称 为 适当 配对 。 数 学 公式 中 的 括 
号 的 序列 都 是 适当 配对 . 

根据 以 上 的 说 明 , 当 让 到 茶 个 医 号 的 序列 是 适当 配对 时 ,我 们 
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就 已 经 假定 其 中 的 括号 有 了 配对 的 方法 .下面 要 证 明 在 适当 配对 
中 括号 的 配对 方法 是 唯一 的 ,并且 要 给 出 寻找 括号 的 配偶 的 算法 ， 
世 就 是 给 出 上 面 所 说 的 寻找 数学 公式 中 括号 的 配偶 的 算法 . 
在 本 节 中 ,我 们 临时 以 
а, В.о, 8, (і--1,2,3,--9 
表示 左 括号 或 右 括号 ,以 


x, x 
表示 括号 的 序列 . 

引 理 041 在 适当 配对 中 ,任何 一 对 配偶 之 间 的 括号 序列 (如 
果 不 空 ) 在 原来 的 配对 方法 之 下 是 适当 配对 的 . 

证 设 5 是 一 个 适当 配对 , a 和 8 是 2 中 的 一 对 配偶 ， 令 x 
是 在 s 和 之 辣 的 括号 序列 。 Z 中 的 括号 在 了 中 《〈 即 作为 了 中 的 
括号 ) 不 能 与 在 < 和 8 之 外 的 括号 相配 ,否则 这 样 的 配偶 就 与 c。 8 
这 一 对 配偶 互相 分 隔 ,从 而 使 得 3 不 成 为 适当 配对 。 这样 ,按照 了 
中 的 配对 方法 ,2” 就 是 适当 配对 的 .站 

引 理 04.2 在 适当 配对 中 去 掉 任意 一 对 配偶 ， 那 么 其 余 的 括 
号 序列 (如 果 不 空 ) 在 原来 的 配对 方法 之 下 是 适当 配对 的 . . 

证 “因为 所 去 掩 的 括号 是 一 对 配 侦 ， 所 以 其 余 的 左 括号 和 右 
括号 的 数目 仍然 是 相同 的 , Ян, 如 果 按 照 原来 的 配对 方法 ,就 显 
然 使 得 其 余 的 括号 序列 是 适当 配对 的 。|| 

引 理 M.3 ”任何 适当 配对 有 最 内 层 的 《 即 在 它们 之 问 没有 括 
DRA. 

证 设 aon 是 任何 一 个 适当 配对 ,其 中 有 = 对 配偶 
(4 > 9。 我 们 要 证 明 m.…o。 有 最 内 层 的 配偶 ,就 是 要 证 明 任 
何 有 = 对 配偶 的 适当 配对 都 有 最 内 层 的 配偶 WAAR 信 归纳 
法 , 施 归纳 于 n. 

基 始 : # 一 1。 这 时 适当 配对 m…w%。 中 有 一 对 配偶 ， 即 有 
а 和 册 两 个 括号 ,它们 就 组 成 最 内 层 的 配偶 ,因此 引 理 04.3 RX. 

归纳 : 设 引 理 04.3 当 ”所 不 时 成 立 , 即 任何 至 多 有 《对 配偶 
的 适当 配对 都 有 最 内 层 的 配偶 . 令 = 一 《十 1, 就 是 说 令 
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Ў = m “ақын 
是 任 和 一 个 有 & + АНЕ Ч АСУ, EEA EE 04.3 对 
于 互 也 成 立 。 

如 果 在 中 e 和 oa 互 为 配 俩 ,那么 这 就 是 了 中 的 最 内 层 的 
ЕБ. 如果 在 5 中 s 不 是 和 wm, 而 是 和 aG > 2) EARR, I 
LE а A & 之 间 有 不 空 的 括号 序列 , 令 这 个 括号 序列 是 ， 由 
引 理 94.1, > 在 中 原 米 配对 方法 之 下 是 适当 配对 的 。 3 至 多 
有 上 对 配 揭 ; 和 下 归纳 假设 , > ПЕРНЕ. 这 对 配偶 蕊 是 
PIRARD, ALIE 4.3 HTI ЖУ, 

а 9, ШЕВА Т5, || 

ERHI а RRA E, Нр 
ЕГ АН Et — A: o 

”证 а, 是 任何 一 个 适当 配对 ， 我 们 用 归纳 法 , 施 妇 
ЖТ ala > 0), 来 证 明 а--о, 中 的 括 妃 在 唯 一 的 配对 方法 。 

基 始 : = 一 1, 适当 配对 ою 中 的 括号 的 配对 方法 显然 是 只 
一 的 . 

归纳 : OEE 04.4 当 ”一 下 时 已 经 成 立 , 即 任何 有 和 对 配偶 
的 适当 配对 中 的 括号 都 有 唯一 的 配对 方法. о = k + 1, 就 是 
4 


Х-аз-ахан) 

是 任 向 一 个 有 不 十 上 对 配偶 的 适当 配对 ,要 证 明 卫 中 的 后 号 有 府 
一 的 配对 方法 . 

电 引 理 04.3, 有 蝇 内 雇 的 配偶 。 令 3 是 在 了 中 去 掉 基 一 对 
最 内 层 的 配 假 而 得 的 括号 亭 列 .由 引 理 04.2, 2' 是 一 个 适当 配对 . 
ZB 中 有 不 对 配偶 , 故 由 归纳 候 设 3 站 括号 狗 配 对 方法 是 唯一 的 . 

在 适当 配对 守 。 任 何 最 内 层 本 偶 书 的 插 号 不 能 与 另外 的 括号 
配对 ,和 否则 就 渔 成 互相 分 隔 的 配偶, 而 这 与 适当 配对 的 条 伟 是 称 盾 
的 。 AKEZ E В ЕНЕРІ БЕНЕН ӘЖЕҢ 2” 中 的 括 
号 配对 .而 上 面 已 证 明 7 中 括号 的 配对 方法 是 唯一 的 。 这 样 就 
证 明了 卫 中 的 括号 有 唯一 的 配对 方法 ， 


н» 


由 以 上 的 基 始 和 归纳 ,就 证 明了 定理 04.4. || 

定理 0.5 在 适当 配对 中 ,由 任何 左 ( 右 ) 略 号 开始 , 调 右 ( 左 ) 
数 到 它 的 配偶 时 ,左右 括号 的 数目 相等 ;在 此 以 前 , 左 《 右 ) 括号 的 
数目 大 于 右 ( 左 ) 括 号 的 数目 . 

证 本 定理 包括 向 右 数 和 向 左 数 两 部 分 。 两 部 分 的 证 朋 是 类 
做 的 ,下 面 只 证 明 向 右 数 的 情形 . 

设 a os 是 任何 一 个 有 n 对 配偶 的 适当 配对 (w > 0), 我 
们 要 证 明 它 有 定理 04.5 中 所 说 的 性 质 ， 证 明 用 归纳 法 ， 施 归纳 于 


n, 


基 始 : 4 二 1. 这 时 所 给 的 序列 是 wo， 它 旺 然 有 本 定理 中 
所 说 的 性 质 . 

归纳 : 设 本 定理 当 s= k 时 已 经 成 立 , 即 任何 有 大 对 配偶 的 
适当 配对 都 有 本 定理 中 所 说 的 性 质 . Ф ”一 《十 1， 就 是 令 

Z = m: сон 

是 任何 一 个 有 k + 1 对 配偶 的 适当 配对 ,要 证 明 3 也 有 上 面 所 说 
的 性 质 . < o 是 了 中 的 任意 一 个 左 括号 , o 的 配偶 是 右 括号 or, 
那么 所 要 证 明 的 就 是 : 
а) 从 ЖЫН ЯЗ oz 时 ,左右 括号 的 数目 相等 ,而 在 此 之 

前 , 左 括号 的 数目 大 于 右 括号 的 数目 . 

A о RERS, о, 是 右 括号 , 故 ; < 7 由 此 可 得 ; + 1< 
P WR +1 =, MORARE. WR г Р, a, 和 
ау ІНЕ ЖЗ ЗЕГЕ CEE АНОН ЗІ 04.1)， 因 此 
它 有 最 内 层 的 配偶 (由 引 理 043). 令 左 括号 e; 和 右 括号 он 是 
Жо 和 ор, 之 间 的 某 一 对 最 内 层 的 配偶 ,那么 就 有 

i<j<;j+1<? 
因此 3 可 以 写成 下 面 的 形式 : 
E = e ора Ое t 
在 3 中 去 掉 о 和 uk， 令 其 余 的 序列 是 I, Д х 可 以 写成 ; 
E = oA Oak) 


y масыз 7042), ЖЕЖ У 中 o 和 o, 互 为 
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EUR (由 引 理 04.2 和 定理 044). 7 hq k 888, KAARE 
BLI 有 本 定理 中 所 说 的 性 质 ,就 是 对 于 > 来 说 (1) 是 或 立 的 . 比 
RIR 3, 容易 看 出 ,C1) 克 于 3 让 是 成 立 的 ,这 就 证 明了 归纳 的 
部 分 . 

由 基 始 和 归纳 ,就 证 明了 本 定理 ,| 

击 定理 04.3 和 定理 04.5 可 以 知道 在 任何 适当 名 对 中 , Жж 
《 右 ? 话 号 的 配偶 的 位 置 ,是 在 从 这 个 堪 ( 右 ) 话 号 开始 向 右 ( 左 ) 数 
到 左右 括号 的 数目 第 一 次 相等 之 处 . 此 外 ,在 任何 适当 配对 中 "如 
办 从 一 个 左右 ) 括 号 开始 , 向 右 ( 左 7 数 到 一 个 右 ( 左 ) 括 号 时 左右 
括号 的 数目 染 一 次 往 等 ,那么 从 这 个 右 ( 左 ) 插 号 开始 ,向 让 ( 右 ) 数 
到 这 个 左 括号 时 左右 车 号 的 数目 卫 是 第 一 次 和 相等. 

在 本 节 中 我 们 定义 了 自然 数 * 说 明了 归纳 定义 ,数学 归纳 法 原 
理 和 归纳 证 酒 的 方法 ,并 且 给 出 了 归纳 证 明 荣 例子 ,证 羽 了 适当 配 
对 中 括号 配对 方法 其 叭 一 性 . 

自然 数 是 用 位 然 定义 来 定义 出 的 ， 庆 此 可 必用 数学 归纳 法 证 
明 关 于 所 有 自然 数 都 让 某 种 亿 质 这 樟 的 命题 ， 实际 上 , 对 于 任何 
妇 纳 地 定义 上 的 对 象 ,有 关 它 们 都 有 其 税 性质 这 样 节 命题 ,都 可 以 
甲 数学 归纳 法 证 明 ,这 将 在 第 一 章 中 负 到 。 
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第 一 章 演绎 逻辑 的 基本 规则 


我 们 在 绪论 中 对 数理 逻辑 通过 远 辑 演算 研究 推理 作 了 直观 的 
ПЕН. 在 本 章 中 将 构造 一 系列 的 逻辑 演算 , 其 中 每 一 个 都 是 反映 
茶 一 方面 的 推理 关系 的 ， I 

{ 这 一 系列 的 逻辑 演算 分 为 命题 逻辑 和 谓词 逻辑 《在 本 书 中 是 
NRIMAA. 在 命题 亲 辑 中 不 分 析 简 单 命题 内 部 的 逻辑 
形式 ,而 把 简单 命题 作为 整体 来 考虑 ,由 它们 出 发 经 使 用 命题 连接 
. 词 构 成 复合 命题 研究 复合 命题 的 逻辑 形式 以 及 复合 命题 之 闻 的 
推理 关系 《8$10 一 $14)。 在 谓词 逻辑 中 分 析 简 单 命题 的 逻辑 形式 ， 
研究 出 命题 和 命题 孙 数 经 使 用 命题 连接 词 和 量词 构成 的 命题 的 逻 
辑 形 式 ,以 及 它们 之 闻 的 推理 关系 C$15 一 $19》. 

本 章 还 疤 讨 论 各 命题 逻辑 之 间 和 各 谓词 逻辑 之 间 的 关系 ， 


810 命题 逻辑 P 的 形成 规则 


本 书 中 首先 要 构造 的 一 类 逻辑 演算 是 命题 逻辑 ， 或 称 为 命题 
演算 ， 它 们 为 什么 称 为 命题 逻辑 , 读 过 之 后 就 会 清楚 ( 见 514), 

我 们 要 构造 的 第 一 个 命题 过 辑 是 P， 在 P 中 可 以 反映 出 本 书 
中 所 要 构造 的 各 个 命题 逻辑 的 性 质 ， 在 逻辑 演算 中 , 命题 逻辑 是 
比较 简单 的 ,也 是 比较 基本 的 。 关 于 逻辑 演算 的 许多 重要 的 ,深刻 
的 性 质 ,都 和 命题 逻辑 有 关 , 基 至 要 归结 为 命题 逻辑 的 性 质 ,因此 。 
对 于 命题 运 辑 , 特别 是 第 一 个 命题 多 辑 P, 读 者 是 应 当 首先 热 练 地 
掌握 的 ， 关 于 了 的 内 容 ( 见 $10 和 $11) 也 写 得 比较 详细 ， 

我 们 现在 来 构造 P。 首 先 要 列 出 P 的 形式 符号 ， 卫 中 有 三 
类 形式 符号 ， 第 一 类 包括 一 个 无 穷 序 列 的 命题 词 ，P 中 的 命题 词 
都 是 命题 变 元 (用 怎样 的 符号 表示 命题 词 ,以 及 命题 变 元 和 命题 常 
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元 的 区 别 , 都 见 册 1)。 第 二 类 包括 丽 个 命题 连 受 词 ， 否 定 词 一 和 
AmI. 第 三 类 包括 两 个 技术 性 符号 ; 左 括号 [ 和 右 括号 1. 
硅 绻 论 中 已 经 讲 过 , 当 不 至 于 引起 误会 对 ,形式 符号 ”中 的" 形式 ” 
二 字 可 以 省 略 . 

命题 斌 的 无 穷 序列 并 没有 固定 的 次 序 ， 给 它 规定 一 个 固定 鬼 
次 序 , 引用 起 来 有 方便 之 处 。 每 个 命题 词 在 这 样 一 个 有 固定 次 序 
的 无 穷 序 列 中 都 有 一 个 确定 的 位 置 。 命 是 词 在 这 个 序列 中 的 次 序 
丈 为 命题 词 罗 字母 次 序 

P 有 以 下 三 条 形成 规则 : 
ма) 。 单 儿 一 个 命 题词 是 台式 公式 ， 

1004) 如 果 玉 是 台式 公式 , 则 X ZAA, 
мон) 如 果 久 和 Y 是 合式 公式 , 则 IX -> Y] 是 合式 公式 ， 

Gi 中 的 和 YE 501 中 已 经 讲 过 , 可 以 是 不 同 的 , ET 
DERAK. 

Р ев АТВ 9828, 第 一 类 包括 10Gi) 一 条 ， 它 直 
接生 成 一 类 合式 公式 , 丈 为 原子 台式 公式 ,向 称 为 原子 公式 . p + 
的 原 于 公式 就 是 命题 词 。 第 二 类 包括 10G) 和 NGD 两 条 ,它们 
确定 一 些 运算 , 当 对 已 经 生成 的 合式 公式 应 下 这 种 运算 时 ;就 生 成 
新 的 台式 公式 .在 P 中 ,很 据 10(ii) ЛНА АХАТ 
公式 хто а АЗ ХҮ 竺 成 合式 公式 [X> 
Y1. 


原子 公式 中 不 出 现 命题 连接 词 . 
根据 P 的 形成 规则 , 我 们 可 以 一 步 一 步 地 生 或 P 的 合式 公 
ж. 
例 革 下面 (1) 一 (6) 六 个 公式 , 根 铜 右 方 芍 说 肯 , 者 是 合式 公 
式 : 
a) р 104) 
《2) а 10G) 
оо q (63169) 
C4) [2974] РЕЗ») 


.3%. 


G) 71р 79] (410%) 
(6) Im Epe 7141-41 (5020100) 

P 的 形成 规 见 只 说 局 由 之 生成 的 公式 都 是 台式 公式 ， 但 并 不 
说 明 怎 样 的 公式 不 是 合式 公式 、 例 并, CIERRE, ра, pqs 
Lpq] 这 些 公式 祁 不 是 合式 公式 。 因 上 比 , P 的 形成 规则 并 没有 定义 
P 的 售 式 公式 这 一 概念 . 

定义 10.1 《P 的 合式 公式 ) 了 中 公式 X 是 合式 公式 ， 当 且 仅 
当 , 六 能 由 P 的 形成 规则 生成 , 即 X 是 卫 的 原子 公式 ( 即 命题 词 》 
或 者 是 对 已 生成 的 合式 公式 B 应 时 106 而 得 《< 即 X= В), 
或 者 是 对 己 生 成 的 合式 公式 B 和 CC 应 用 10Cii) 而 得 ( 即 X= 
[8 ~» Ср). 

显然 ,在 生成 合式 公式 4 的 过 程 中 ,我 们 得 到 一 系列 的 合式 公 
ЖА, ес, А, 其 中 每 个 AK 一 1，*……: п) RARATAN 
或 者 是 TAG < k), 或 者 是 [A, AG, j < k), 

合式 公式 的 定义 是 一 个 归纳 定义 , 它 说 阴 凡 由 Ре 的 形成 规 刚 
生成 的 公式 都 是 P 的 台式 公式 , 并 且 只 有 由 P 的 形成 规则 生成 
的 公式 是 P 的 合式 公式 ， 因 瞧 我 们 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 P 中 
所 有 合式 公式 都 有 其 个 性 质 这 样 的 全 是 . 当 要 正明 这 样 的 命题 
时 :我们 只 要 证 胃 忆 下 的 三 点 : 

第 一 ,任何 原子 公式 都 有 这 竹 质 ， 

第 二 ,任何 B, 如 果 B 有 这 福 质 , 则 в 也 有 这 性 质 ， 

第 三 ,任何 B #1C, 如 果 В, C 都 有 这 性 质 , BJ IB — C] 也 有 
REA. 

BEELD, ЕЛАҚЛАҚАНВЖ- ТЕМЕН 
Artto An ME А, REA ША БИДЕН Аз, …'， 
А, 都 有 所 说 的 性 质 ， 首 先 , А 必定 是 原子 公式 ， 因此 。 自 第 一 
点 Ai 有 这 性 质 ， 假 设 已 经 证 明 А, 22 Ac Gk < n) RARE 
B. A. 或 者 是 原子 公式 ,或 者 是 А < k), WB [Ai 一 Ai 
Gi <k) НА Ей, A 有 这 性 质 ， BE A-r A. 都 
ARDER ATAARE. 
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当 采 用 这 个 方法 作出 证 明 时 ， 我 们 说 证 明 是 施 归纳 于 合式 公 
式 的 结构 ， 或 简单 说 证 明 用 归纳 法 ， 在 这 样 的 证 明 中 ， 第 一 点 的 . 
证 明 是 基 始 ,第 二 点 和 第 三 点 的 证 明 是 归纳 ， 基 始 就 是 证 由 P 的 
第 一 类 形成 规 由 生成 的 原子 公式 都 有 这 性 质 ; 归纳 就 是 证 由 P 的 
第 二 类 形成 规则 生成 的 合式 公式 都 保持 这 性 质 . 

今后 ， 如 果 从 上 下 文中 明显 看 出 正在 讨论 关于 某 个 逐 辑 妾 算 
的 问题 ,例如 现在 正 讨 论 关 于 P 的 问题 ,那么 就 可 以 省 响 “P rh” 
的 字样 而 不 至 于 引起 误会 . 

应 用 形成 规则 可 以 生成 越 来 越 复杂 的 合式 公式 .合式 公式 可 
以 按照 复杂 的 程度 给 以 分 类 . 

定义 10.2 (P 的 第 nn 层 合式 公式 ) A 是 P 的 第 0 层 合式 公式 ， 
XER., 4 是 原子 公式 即 命题 词 . 

A 是 卫 的 第 ”十 1 层 合式 公式 ， 当 且 仅 当 ，A 满足 以 下 的 
[1 和 [2] 之 一 : 

[1] 4 一 下 B, 其 中 B 是 了 的 第 = 层 合式 公式 . 

[2] A= [B >C], 其 由 B 和 C 分 别 是 了 的 第 & 和 ! 层 合式 

公式 ,并 且 malk, 1) = 09, 

显然 , 由 定义 10.2 ,对 于 任意 的 自然 数 a, 什么 是 P 的 第 # 层 
合式 公式 ,是 完全 确定 的 了 。 

例 2 p IRE PHR 0 层 合式 公式 ， 

Тір, "4, [p >q] 都 是 P 的 第 1 BARAR. 

тті» [pq] [p> 719], [p> 79], pe ql, 
[p 一 [p 一 9]j], Пр->41->41, IIp—>q1— 719], [[p >q] > 
[q > pl 都 是 P 的 第 2 层 合式 公式 。 

түсір, [p> 71719], Tp] 17р 14], ` 
Пр >q] > [q р11— [ip >q] > mq] RE P 的 第 3 层 合 
RAR. . 

定理 10.1 ЕНА, Ж», 使 得 A 是 P 的 第 # 层 合式 公式 ， 


1) maxG(k, = Ra) Ж К, е. ka BRAR, 
440. 


证 施 归 纳 于 4 的 结构 ， 

基 始 : 4 是 原子 公式 ， 由 定义 102,A E PREFERA 
ж. 

归纳 : 分 别 丙种 情形 。 第 一 种 情形 ; А = 718, BHAR 
BA 2, 使 得 BE 是 了 的 第 i 层 合式 公式 ， 由 定义 10.2, A 是 P 的 
itl ZARAR. 第 二 种 情形 ; A= 18-0]. BHAR 
设 , 有 i 和 ij, 使 得 B 和 C 分别 是 P 的 第 : 和 ZARAR. H 
定义 102。4 是 卫 的 第 总 诗 合 式 公式 ， 其 中 的 k= malj) + 
1, 

由 基 始 和 归纳 ,就 证 明了 本 定理 ,上 

根据 定理 10.1,P 的 合式 公式 都 属于 其 个 层次 ,P 的 合式 公式 
可 以 分 为 第 0 层 ,第 1 层 ,第 2 层 等 的 合式 公式 ,显然 ,不 辐 层次 的 
合式 公式 的 集合 之 间 都 没有 共 司 的 元 素 。 由 于 任何 合式 公式 都 属 
于 某 一 个 层次 ,因此 当 要 证 时 了 的 所 有 合式 公式 都 有 有 某 个 竹 质 时 ， 
我 们 只 要 证 明 P 的 每 一 层 的 合式 公式 都 有 这 个 性 质 ,这 样 就 可 以 
施 归 纳 于 了 中 合式 公式 的 层次 MEAE FRA, 施 归 纳 
于 合式 公式 的 层次 ,与 前 面 讲 过 的 效 归 纳 于 合式 公式 的 结 袍 ,所 作 
出 的 证 朋 是 完全 相同 的 ， 

P 中 的 合式 公式 有 许多 结构 方面 的 福 质 ，P 中 公式 是 或 者 不 
是 合式 公式 , 是 有 判定 的 算法 的 ， 建立 这 个 算法 与 合式 公式 结构 
方面 的 某 些 竹 质 有 关 。 下 面 我 位 来 讨论 这 些 问题 , 

引 理 10.2 任何 4 或 者 是 原子 公式 ,或 者 有 具有 一 p 形 式 的 
子 公式 ,或 者 有 具有 реа 形式 的 子 公式 . 

证 “如果 4 不 是 原 于 公式 , 则 根据 合式 公式 的 定义 10.1, 在 生 
成 4 的 过 程 中 必定 使 用 了 形成 规则 1061) 或 oci), RAE 
ЮТ 104), 那么 A 就 有 具有 一 p 形式 的 子 公式 。 如 有 果 首 先 使 用 
BÆ 10000), 那么 A 就 有 具有 [p 一 9] 形式 的 子 公式 、 | 

引 理 10.3 在 任 位 A 中 :符号 一 5 ,| 或 者 都 不 出 现 ,或 者 都 
出 现 并 且 出 现 相同 的 次 数 ,并 且 每 个 一 的 去 方 有 [ 出 更 , 右 方 有 1 
БЕРГІН 
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证 如 果 在 生成 4 的 过 程 中 没有 使 用 形成 规则 10Cii)， 那 么 
->,【[ 和 1] 在 A 中 都 不 出 现 。 如 果 使 有 了 10Cii)， 那么 每 使 用 一 
次 ,这 三 个 符号 就 各 出 现 一 次 ,并 且 [ 出 现在 — 的 左 方 , ] 出 现在 
一 的 右 方 . 1 

在 生成 合式 公式 的 过 程 中 经 过 使 用 10Ciii) 而 同时 出 现在 合 
式 公式 之 中 的 左 括号 和 右 括 号 是 互 为 配偶 的 。 

引 理 104 任何 A。， 如 果 A 中 有 括号 ， 则 和 中 最 右 方 的 符号 
是 ],A 中 括号 是 适当 配对 的 ， 从 而 《由 定理 04.4》 有 唯一 的 配对 
方法 ,并 且 最 左 方 的 [ 和 最 右 方 的 ] ( 即 最 右 方 的 符号 ) 互 为 配偶 。 

证 施 归 钠 于 和 的 结构 . 

基 始 :入 是 原子 公式 ， 这 时 A 中 没有 括号 , 故 本 引 理 对 于 人 
RZ. 

归纳 : A = aB R А = [B — C]. ФА = —B., 由 归纳 
假设 , 引 理 对 于 B 成 立 , 即 如 果 3 中 有 括号 , 则 B 有 引 理 中 所 说 的 
各 种 情况 . 显然 , 如 果 A 即 — B 中 有 括号 , 则 A 也 有 这 些 情况 , 故 
引 理 对 于 A 成 立 . 

ША-ІвВ-сі, 由 归纳 假设 ， 引 理 对 于 B яс 都 是 成 立 
的 . 现在 考虑 A 即 [B 一 C].A 的 最 右 方 的 符号 是 ]， 由 于 B 和 
C 中 的 括号 如果 有 ) 都 是 适当 配对 的 ,和 而 A 中 最 左 方 的 [ 和 最 右 
方 的 ] ( 即 最 右 方 的 符号 ) 互 为 配偶 , 所 以 A 中 的 括号 是 适当 配对 
的 ,并 且 有 唯一 的 配对 方法 。 因 此 引 理 对 于 A 成 立 ,这 就 证 明了 归 
纳 的 部 分 . 

由 基 始 和 归纳 ,就 证 明了 本 引 理 ， 计 

定理 10.5 ”任何 A 或 老 是 原子 公式 ， 或 考 以 一 开始 因而 有 
一 B 的 形式 ,或 者 以 [ 开始 因而 有 [B -> C] 的 形式 ， 

如 果 A 有 一 3 的 形式 , 则 和 的 这 种 形式 是 唯一 的 , 这 就 是 说 ， 
WEA == 1 В = RB, 0 B= В. 

如 果 A 有 [BC] 的 形式 , 则 A 的 这 种 形式 是 唯一 的 , 这 就 
是 说 ,如 果 A= [В +С] = [Bi >C], ДВ = B, C = С, 

证 由 合式 公式 的 定义 10.1 ,定理 的 第 一 部 分 是 显然 成 立 的 。 
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WRAS 一 了 的 形式 , MA DZHERTAEE— 80, ME 
中 的 B 是 唯一 确定 的 , B 就 是 由 A 云 掉 它 最 左 方 的 符号 一 而 得 . 
ЯАЖ [B — C] 的 形式 ,我 们 来 证 明 这 圳 形式 的 唯一 妊 。 


设 
OD А = [B— C] =[B, — G,1 
ЗЕГЕ ЕРІН ЭТЕ АО НЕЗА ШЕВА AE КН В — В, 
C=O, 


第 一 和 情形 ，B 中 没有 一 出 现 . 由 引 理 10.3,B 中 没有 [出 
A. Pk, B 中 也 没有 出现。 这 是 因为 ,如 果 B. 中 有 -> 出 现 , 屠 
Z B 中 最 左 方 的 ~ 就 是 [B 一 CJ] 中 8 和 C 之 间 的 玉 ; 由 引 理 10.3, 
在 B 中 , 在 它 的 最 堪 方 的 一 的 左 方 , 必 有 有 [ 出 现 ,这 个 [将 在 B 中 
出 现 , 这 与 上 面 已 经 推出 的 “B 中 没有 上 出 现 * 相 矛盾 ， 所 以 B rh 
没有 一 出 现 ， 这 样 ,[B 一 C] 中 了 和 C 之 间 的 ~ 和 [Bi 一 Co] 中国 
和 之 间 的 一 是 入 中 的 司 一 个 符号 ,所 以 B= B, C = О. 

第 二 种 请 形 。 B 中 有 一 出 现 。 类 发 于 上 面 已 经 证 明 的 ,可 以 证 
明 : Ж 马 中 没有 -> 出 现 , 则 上 中 也 没有 -出 更， 现在 由 于 四 中 
有 -> 出现 ， 故 B 中 也 有 一 出 现 ， 由 引 理 10.3 和 引 理 10.4。 卫 和 
в 的 最 右 方 的 符号 都 是 ], 它们 在 了 和 Bs 中 都 是 景 左 方 的 [的 
配 俩 .但 这 两 个 [ 是 A 中 的 同一 个 待 号 , 故 由 配偶 的 唯一 竹 , B 和 
B 的 最 右 方 的 得 号 ] 是 A 中 的 同一 个 符号 ， 故 B 一 В, 由 此 可 得 
=, 

根据 定理 10.5， 从 一 个 以 一 开始 的 合式 公式 去 掉 这 个 开始 
的 一 ， 得 到 的 也 是 合式 公式 ， 因 此 ,再 由 已 的 形成 规则 10G) й 
.得 到 :一 X 是 合式 公式 , 当 且 仅 当 ,XX 是 合式 公式 .。 

应 当 说 明 ,只 有 在 证 明了 — ARTA -> 这 两 种 形式 的 唯一 
性 之 后 , 才 可 以 说 "和 是 入 的 否定 式 , [A — B] ЖА ЯТВ ҮНІН 
式 . 如 果 [A 一 B] = [A ВЛА А, В В, 那 说 不 能 说 
[A— B] 是 A 和 B 的 蕴涵 式 了 。 

定义 10.3 (ЗНАЯ, ОР, ЕЕЕ ГА — B] 中 , А 
MBAR HAENEN, ARAR BRAA. 
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定义 10.4 (ЖӘ) 如 果 一 B 是 A 的 子 公式 ， 则 B 称 为 紧 接 


在 它 左 方 的 否定 词 在 A 中 的 辖 域 . 
如 果 [B— C] 是 A 的 于 公式 , 则 B 
EARTE АЖЕ, B 称 为 它 的 左 辖 
根据 已 有 的 规定 ， 定 义 10.3 和 定义 


合式 公式 . 


#3 一 一 [p 一 一 [p 一 一 q]] 是 一 


0C 称 为 [B — C] 中 的 
9, C 称 为 它 的 右 辖 城 . 
10.4 中 的 A, B,C 都 是 


p— [p — 7911 КЖ 


定式 ; [р —[p— mal] 又 是 [p -> [p -> зі ЕЖ. 


Гр 11р» —q]] Р fi —[p— mq] 
Ж [p-> q] 是 后 件 , p 和 一 [p 一 —q 


的 蕴涵 式 ,在 其 中 P 是 前 
之 闻 的 3:8. 


Тр "915 [р q] HEER. [p> q] Ë p 77 48088 
涵 式 ,在 其 中 了 是 前 件 ，™q 是 后 件 , — REAR. 

例 4 # —[p— [p-> Aq] 中， 第 一 个 一 的 稿 域 是 一 
Ip > 0р» 7411, 第 二 个 一 的 辖 域 是 [p 7 [p> 3q]1, = 
个 一 的 辖 域 是 [p 一 al, 末 一 个 一 的 辖 域 是 q; 第 一 个 一 的 左 辖 
RE р, 右 辖 域 是 Tp 一 q]， 第 二 个 一 的 左 辖 域 是 p， 右 辖 域 
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下 面 我 们 要 证 明 合 式 公式 中 的 一 都 育 唯 一 的 辖 域 ， 一 都 有 唯 


一 的 左 辖 域 和 右 辖 域 . 


引 理 10.6 任何 A AREK X, АХ 不 是 合式 公式 ， 


证 施 归 纳 于 A 的 结构 . 
基 始 : A 是 原子 公式 . 上 
或 者 以 一 开始 ， 或 者 以 [开始 ， 由 了 


HEH 10.5, 仓 式 公式 或 者 是 命题 词 ， 


FX 不 是 空 公式 ， ЖАХ 


是 单独 一 个 命题 词 ， 也 不 以 一 开始 ， 也 不 以 [开始 .因此 AX 不 


是 合式 公式 。 


归纳 : A= 78 或 者 A 一 [A 一 B]， 设 A= B, hA 


钠 假设 , BX 不 是 合式 公式 . 


E 


HEM 10.5, BX 即 АХ 也 不 是 


ARAA. 设 A = IB—> C], WR АХ El [B— C]X RARA 
式 , 则 由 引 理 10.4, AX 的 最 右 方 的 符号 是 1, AX 中 最 左 方 的 [与 
最 右 方 的 ] 互 为 配偶， 又 由 引 理 10.4，A 中 最 左 方 的 [ 与 最 右 方 
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的 ] (也 是 A 的 最 右 方 的 符号 互 为 配偶 。 所 说 的 这 两 个 [ 是 AX 

中 的 同一 个 符号 ;但 这 两 个 ] 却 不 是 АХ 中 的 则 一 个 符号 , 因为 和 

不 是 空 公式 ,这样 ,在 AX 中 ,最 左 方 的 [ 与 两 个 不 同 的 ] 互 为 配 

偶 , 这 与 引 理 10.4 相 矛 盾 , 因 此 AX 不 是 合式 公式 。 

由 基 始 和 归纳 ,就 证 明了 本 引 理 ,| 

定理 10.7 EA A, A 中 任何 一 (如 果 有 ) 都 有 唯一 的 辖 域 ? 
任何 一 (如 果 有 ?都 有 唯一 的 左 辖 域 和 右 辖 域 . 

证 所 要 证 明 的 是 以 下 的 (1) 一 C3): 

а) ”A 中 任何 "都 有 辖 域 ,任何 ~> 都 有 左 辖 域 和 右 辖 域 . 

G) ATERT, WE BA B RENTEA T RR B 

=B, 

G) A 中 任何 一 ， WRBA B, REDEA AER, С 
和 C, 都 是 它 在 A 中 的 右 稿 域 , 则 B= В, C = C. 
我 们 先 证 (1)。 A 中 任何 "都 是 由 于 在 生成 A 的 过 程 中 应 用 

ОСН) 而 在 A 中 出 现 的， 这 就 是 说 ,有 B, ETB 是 A 的 子 公 

式 , TB 是 在 上 述 过 程 中 生成 的 . B 就 是 这 个 一 在 A 中 的 辖 域 . 

中 任何 > 都 是 由 于 在 生成 A 的 过 程 中 应 用 了 10Giii) 而 在 
A 中 出 现 的 . 这 就 是 说 , 有 C, 和 с, 使 得 [C1~> С] ЖАЙТ 
公式 , Tc 一 CT 是 在 上 述 过程 中 生成 的 ， Ct 和 C, 就 分 别 是 这 
个 一 在 A 中 的 左 辖 域 和 右 辖 域 . 

这 样 就 证 明了 C1). 

下 面 证 (2)。 考 虑 A 中 的 任何 一 个 ,假设 它 在 A 中 有 辖 域 B， 
又 有 和 辖 域 Bl， 根据 定义 10.4, В 和 一 Bi 都 是 A 的 子 公 式 ， 即 有 
X, Y, X, 和 Y, 使 得 
сә A= x—BY 
6) A = XBY, 

Жу. 由 于 4) 中 X 与 B 之 间 的 一 和 (5? 中 X, УВ, 之 则 的 站 是 A 

中 的 同一 个 符号 ， 故 B 和 B 是 以 A 中 的 同一 个 符号 开始 的 ， 这 

FE, 如 果 Вз B， 那 么 就 有 不 空 的 X 使 得 BX = B, 或 者 有 不 空 
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的 Y 使 得 B = BY. 由 于 B 和 B 者 是 合式 公式 , 故而 引 理 10.6, 
BX = В, 和 В 二 BJY 都 是 不 可 能 的 ;因此 B= B, 

最 后 证 (3)。 考虑 A 口 的 任 全 一 个 一 , 搜 设 它 在 A 中 有 大 辖 域 
ВАН С, 又 有 左 辖 域 в MARR с, 根据 定义 10.4, 有 
X, Y, X, яд Yi, #9 
сө A= X[B— C]Y 
2; A= ХЦВ —C,]Y; 
成立 ， 因 为 (的 中 [B— C] HERRAR [Bi 一 C:] 的 主 
落 涵 词 是 A 中 的 同一 个 符号 ， 所 以 C 和 C 以 A 中 的 司 一 个 符号 
开始 . 这 样 ,由 引 理 10.6, 可 以 推出 C = С, 

IB>C] 和 [B с] 都 是 合式 公式 , 故 它们 的 景 左 方 的 [都 
和 最 右 方 的 ] 互 为 配偶 , 沁 于 c = С, [B — C] # [B — GJ] 
中 的 最 右 方 的 ] 是 A 中 的 同一 个 符号 ， 此 它们 的 最 左 方 的 [也 是 
A 中 的 同一 个 符号 (根据 适当 配对 中 的 配对 方法 的 唯一 性 ), 从 而 
得 到 B = B, 这 样 就 证 明了 C3》. 11 

定理 10.8 如 果 C 是 站 A 的 子 公式 , 则 C = TA 或 者 C 是 A 
HTAR, 

如 果 C 是 [A 一 BI 的 子 公式 , 则 C= [A >B] 或 者 C 是 4 
的 子 公 式 或 者 C 是 B 的 子 公式 。 

证 定理 的 第 一 部 分 就 是 说 ,如果 A& 的 子 公 式 C 包含 了 A 
的 最 去 方 的 ,那么 C = ПА, ВВ Сз ПА. ВАСА бу 
子 公式 并 且 和 包含 TA 的 最 左 方 的 符号 , 故 有 不 空 的 Х, 使得 CX 一 
TI&， 由 引 理 10.6, 这 是 不 可 能 的 ;所 以 C = A， 这 就 证 明了 定 
理 的 第 一 部 分 . I 

EAKR Бл ЖЫ, 如果 [A 一 B] 的 子 公式 C 包 含 
ГА В] UREJAL, RADD 1 和 主 葡 浇 词 这 三 个 符号 中 的 
至 少 一 个 ,那么 C= ГА = В], ТЯ НАЗИ ЕНА, 

第 一 种 情 形 ,C 是 [A > B] 的 子 公式 , 并 且 C 包含 [A В] 
的 最 志方 的 [. 如果 C = [A — B], 则 有 不 空 的 X, 司 得 CX 一 
[A 一 Bl]。 由 引 理 10.6, 这 是 不 可 能 的 : 故 C 一 [4 一 B]， 
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第 二 种 情形 , C ГА -> B] 的 子 公式 ,并 且 C 包 含 [A -> 3 
的 最 右 方 的 ] . 由 引 理 10.4; 在 [A -> B] PREND [ 和 最 右 方 
的 了 互 为 配偶 。 在 C 中 丰 某 个 上 和 最 右 方 的 ]《 它 就 是 [A — B] 
区 最 右 方 的 ] ) EAER. WPCA ГА — B], 则 [A 一 B] 的 最 
左 方 的 [不 在 C 中 ， 攻 此 它 入 方才 所 说 的 C 中 的 某 个 [不 是 同一 
个 符号 。 KERERE ГА 一 B] 中 最 有 方 的 ] 和 两 个 [ 互 为 配 
Б.Н AFA, 故 C = [A — BI. 

第 三 种 情形 ,C 是 [A 一 B] 的 子 公式 ,并 且 C 包 含 [A — B) 
蕴 主 将 渗 词 。 攻 为 C 是 合式 公式 , 故 由 定理 10.7, 这 个 主 蕴涵 词 在 
CREAR A WARR B。 这 就 是 说 ,有 X 和 Yu ES 
a) C= X [A — B.1Y, 

ACE [4 一 B] ТАЖ, Н X, 和 Yo E 

о) [А — B] = Х,СҮ, 

由 C1) 和 和 (2) 可 得 

69] ГА > B] = XXil A — BlYY, 

(нА ЫВ A, 与 B 20-8. Н 
域 的 唯一 性 (定理 10.7), 可 得 А = A. 和 B = В, 从 而 ХХ 
Y M Y; BESAR. НЕН), C = [A — Bj， 这 样 就 完成 
TERS EAH. 

ЖНІ09 хат Ав ЮЛЕ 
аласта, жд, ХААХ, SERA, Y E 
ARAR. 

证 ”我们 先 证 明 

《1) 如 果 XX 是 合式 公式 册 Y 是 合式 公式 
证 明 是 兆 归 急于 合式 公式 XX 的 绪 构 . 

基 始 :下 是 原子 公式 ， 这 样 , 换 下 的 B ах жа, а E 
的 C 就 是 Y. 故 了 是 合式 的 。 

归纳 : X— AA E X= [AAJ]. W X= A. 8 
в= X H G 时 然 成 立 ， 我 们 假设 B>: Х В B=: LA, HE 
理 10.8, 了 是 A ZAR. 令 经 过 定 悍 中 所 说 的 在 习 中 作 的 在 
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Жын А 得 到 2, BA Y= 72, 由 归纳 假设 , Z 是 合式 公 
式 ; 因 此 ,由 1000), Y 是 合式 公式 ， 

设 X= [AA] 与 上 面 的 情形 相同 ,我 们 假设 B = X Pl 
B= [A 一 A:]， 由 定理 10.8, B 是 А 的 子 公式 或 是 А 的 子 公 
式 。 令 经 过 定理 中 所 说 的 在 X 中 作 的 替换 由 A 和 A, 分 别 得 到 
Z, 和 Zo 就 有 Ү = [有 一 思 ]， 由 归纳 假设 , Z, 和 Z, 都 是 合式 
公式 ;因此 ,由 10Gii), Y 是 合式 公式 . 

由 以 上 的 基 始 和 归纳 ,就 证 明了 C1). 

如 果 在 Y 中 把 某 些 C 的 出 现 替换 为 B, 显 然 就 得 到 和 , 因此 可 
以 同样 地 证 明 

《2) 如 果 YY 是 合式 公式 则 X 是 合式 公式 
由 C1) 和 (C2) 就 证 明了 本 定理 || 

下 面 我 们 给 出 一 个 判定 P 中 公式 是 不 是 合式 公式 的 算法 . 

首先 , 空 公式 显 然 不 是 合式 公式 (由 合式 公式 的 定义 10.1). 其 
次 ， 当 XX 不 是 空 公式 时 ,在 X 中 把 任意 的 一 个 或 几 个 有 Tp RE 

Ір--а1 形式 (注意 , p 和 4 是 任意 的 命题 词 ,可 以 相向 ,也 可 以 不 
相同 ) 的 子 公式 分 别 替换 为 命题 词 , 令 得 到 的 公式 是 Х.Х 显然 
也 不 是 空 公式 、 对 X 使 用 局 样 的 做 法 ， 得 到 X,。 这 样 继续 下 
去 ,由 于 所 得 到 的 公式 一 个 比 一 个 短 ,而 最 初 所 给 的 XX 的 长 度 是 有 
限 的 。 所 以 总 会 在 得 到 某 个 X, 之 后 ， 对 X, 不 能 再 使 用 以 上 的 做 
法 .这 样 , X 不 是 空 公式 , 然而 不 百 有 具有 一 p 形式 的 子 公式 ,也 
不 再 有 其 有 fp 一 ql 形式 的 子 公 式 (如 果 所 给 的 和 已 经 是 这 种 情 
形 , 对 它 不 能 使 用 以 上 的 做 法 ,那么 所 要 得 出 的 x, HEXAG). 
由 定理 10.9, 可 以 得 到 

XX 是 合式 公式 > X. 是 合式 公式 
<> X, 是 合式 公式 
<... 
< 全 X。 是 合式 公式 
这 样 ， 如 果 X, 是 单独 一 个 命题 词 ， 则 由 100), X, 是 合式 公式 ， 
因而 X 是 合式 公式 ; 如 果 X, 不 是 单独 一 个 命题 词 。 则 根据 引 理 
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10.2。X。 不 是 合式 公式 ,从 而 和 不 是 合式 公式 . 

Б х= - [LD >q] 71р] 7р 19], #21 
世上 所 说 的 替换 过 程 , ОАЗЕ З Xo Н.Х RES 
澳 得 更 快 些 , 币 经 过 较 少 的 公式 ): 

X, = 1762-91 >p] > [mp q] 

X,— Тр p] > [p — ma] 

х= lpp] > Ipaq] 

X= пр р] —> [p—q] 

X= [p>pl>Pp 

X= p> р 
对 X, 不 能 再 使 用 以 上 的 做 法 。 因为 X, 不 是 命题 词 ， 下 和 不 是 
合式 公式 ， 

显然 ， 如 果 在 民 的 右 方 再 如 上 一 个 右 抵 如 1， 那么 上 面 的 
Xoo Xe 的 右 方 也 都 要 加 上 一 个 ]; 对 于 添加 ] E K XB 
тр p], 还 可 以 合用 以 上 的 做 法 而 悉 续 得 到 X, 和 Xs 

X, = Tp 

X,= p 
对 Xs 不 能 再 使 用 以 上 的 做 法 。 因 X, ERDE, ТИЛЕ Х ЕН 
添上 一 个 有 抵 号 ] 而 得 到 的 公式 是 合式 公式 ， 

жататы ЫҢ ТӘЖІНІҢ P 的 形成 规则 , 关 根 据 它们 定 
义 了 的 合式 公式 ,此 外 还 分 析 了 P 中 合式 公式 的 结构 ,给 出 了 
判定 P 中 公式 是 不 是 合式 公式 的 一 种 算法 ， 关 定 P 中 公式 是 不 
是 合式 公式 ,还 可 以 有 员外 的 算法 . 

在 以 后 要 构造 的 其 他 的 逻辑 演算 中 ， 合 式 公式 也 是 起 据 形 或 
规则 来 定义 的 :合式 公式 也 可 以 按照 复杂 的 程度 加 以 分 类 ,分 成 不 
同 的 层次 ;合式 公式 也 有 类似 的 结构 方面 的 性 质 ,也 有 判定 公式 是 
不 是 合式 公式 的 算法 这些 问题 在 其 他 的 逻辑 演算 中 将 说 得 比较 
简单 了 . 

E 了 的 任何 有 括号 的 合式 公式 中 , 左 括 导 和 右 括号 是 成 对 地 
出 现 的 ,括号 的 序列 是 适当 配对 的 ,并 且 有 唯一 的 配对 方法 . 对 于 
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合式 公式 中 的 任何 括号 :有 寻找 它 的 配偶 的 算法 .从 某 一 个 左 ( 右 ) 
括号 开始 ,向 右 ( 左 ) 数 到 一 个 右 〈 左 ) 括号 而 左右 括号 的 数目 第 一 
次 相同 时 ,这 个 右 ( 左 ) 蕃 号 就 是 所 给 左 ( 右 ) ERAR. 在 有 括 
号 的 合式 公式 中 ,任何 一 对 互 为 配偶 的 括号 之 间 的 那 一 段 公式 ( 包 
插 这 一 对 括号 在 内 ) 是 合式 公式 . 

合式 公式 中 的 括号 对 是 一 层 一 屋 套 起 来 的 。 如果 A 中 没有 括 
号 ,我 们 说 A 中 有 0 层 括 号 ,如 果 A 中 有 * 宕 括号 ,我 们 说 一 A 中 
也 有 *# 层 括号 ， 如果 A 和 B 中 分 别 有 吉 和 * 以 括号 ,我 们 说 [A 一 
B] pH REES, ЖЫ k = malm, n) 十 1。 每 一 个 A 都 有 
ЗАЯ 层 括号 . 

例 6 p 一 下 p 中 都 有 0 层 括号 . 

[p—>q], ———A[—4p > 7179] 中 者 有 1 层 括号 。 

{p> [р 911, Op > 91 -» | -1-р > 11% 
都 有 2 层 括号 . 

[p> Пр >q) >74] 中 有 3 层 括号 。 

一 个 很 长 的 合式 公式 ， 特 别 是 一 个 在 其 中 出 现 很 多 蕴涵 词 的 
合式 公式 中 ,包含 很 多 括号 , 写 起 来 很 不 方便 , 看 起 来 很 不 清楚 醒 
B. 我 们 可 以 按 下 面 的 方法 用 点 号 来 替 除 括号 ， 在 一 个 卫 的 续 


Таян ЗЯ талт" RES, ласады 
左 方 和 右 方 分 别 安 上 巴 个 点 和 ?个 点 . 然后 把 公式 中 的 括号 全 部 
省 掉 . aG 一 1, 2, 3，'…') 个 点 可 以 写成 下 面 的 形式 : 
SD 

其 中 的 ,2 和 .3: 等 是 安 在 命 题 连接 词 的 左 方 的 ，: -和 : : .等 是 安 在 
命题 连接 词 的 右 方 的 . 

例 7 在 合式 公式 

[LEp 一 一 [q 一 p]] 一 [Lp 一 9] 一 上 一 . 
Ср» Гр» 471 > [p > Пр r] = 4111] 

中 按 上 述 方法 用 点 号 替 除 括号 后 ,这 个 公式 可 以 写成 


р * Tg pi> ipg rns 
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Tp > рә 91 > hup ipar >q 
上 面 的 这 个 形式 是 唯一 的 ， 因 为 所 安 二 的 点 的 数目 是 由 辖 域 中 的 
括号 层 数 决定 的 . 
仍然 是 为 了 写 起 来 方便 和 看 起 来 清楚 到 是 的 且 的 ， 我 们 也 不 
一 定 要 按照 上 面 的 方法 把 合式 公式 中 的 括号 全 部 用 点 号 来 蔡 除 ， 
而 可 以 采用 比较 灵活 的 方法 ， 我 们 下 以 使 用 不 同形 式 的 括号 , 或 
老 把 点 号 和 和 不 向 形式 的 括号 结合 起 来 使 用 ， 并 且 还 下 以 规定 把 不 
在 任何 命题 连接 旋 辖 域 书 的 最 外 层 的 括号 省 略 不 写 . 在 使 用 点 号 
时 ,也 不 一 定 要 把 所 安 上 的 点 的 数目 固定 起 来 ,而 只 是 利用 点 的 多 
тх ЕНЕ НАУКА, ЗНАЧЕ ВНЕ 
Авчи rh, Тр СНЕ, 在 不 使 用 括号 的 情形 
下 , 当 雍 较 两 个 连接 语 的 辖 域 时 ,可 忆 比 较 位 于 左 方 的 连接 词 物 右 
创 的 点 数 和 位 于 右 方 的 连接 词 物 左 侧 的 点 数 ， 点 数 较 少 的 连接 词 
是 在 点 数 较 多 的 连接 词 的 辖 域 之 中 ， 或 者 说 点 数 较 少 的 连接 词 比 
点 数 较 多 的 连接 词 有 更 独 的 连接 旋 ， 此 外 ,我 们 还 烦 定 , 当 有 相同 
BARR, EAR RER. ARAR 
ГА > [TIB —C]—>B]] 
可 以 写成 下 面 任何 一 个 形式 (或 其 他 的 形式 ): 
A—1-B— C — B 
А1708 0). — B 
А1708 С) В 
A— +7108 -» С) — B 
巩 此 写法 , 例 7 中 的 公式 可 以 写成 下 面 的 两 个 形式 (或 其 他 形式 ): 
p> (9 pe = Ср с) r а 
站 [一 人 一 9 让 一 [p 一 "一 中 一 q] 
p> 79-9 p = «(ре с) 0198, 
тер p> —> ip > (рг) >q 
不 论 把 合式 公式 写成 例 ? 中 的 唯一 的 形式 ， 或 老 写成 二 面 这 
些 形式 或 其 他 的 形式 ， 我 们 在 理论 上 总 是 假定 它 是 设 有 径 过 改 号 
的 ,我 们 随时 可 必 号 出 合式 公式 的 原来 的 形状 ， 总 之 ,了 中 的 括号 


"п, 


只 有 [ 和 ] 两 个 , 点 号 和 别 种 形状 的 括号 都 是 原来 没有 的 ， 它们 
是 经 过 某 各 约定 而 被 使 用 的 ， 使 用 它们 只 是 为 了 把 合 式 公式 写 得 
清楚 醒目 。 


习 题 
юл РЕ, SEEE Реде, 
成 规则 是 以 下 的 三 条 ; 
G) A wG). 
Gü) moci), 


Gü) 如 果 开 和 站 是 合式 公式 , 则 ~XY 是 合式 公式 . 
RA P 的 合式 公式 牛 一 和 人 题词 出 现 的 数 下 的 关 共 ,并 加 以 证 果 。 

10.2 iÈ XY 是 卫 中 的 合式 公式 ，Y 不 空 , 则 XY 也 是 P 中 
的 合式 公式 ， А 

10.3 建立 判定 P 中 公式 是 不 是 个 式 公式 的 算法 . 

10.4 P 中 任何 4; 可 以 著 造 合式 公式 的 有 穷 序 列 ,,…, An 使 得 其 
中 的 А, 是 命题 词 , A.G 一 2，，…, n) EE Аг. 把 其 中 其 一 个 命题 词 的 所 
ЖЛЕ р [ра] Ра, А, AE A, 

10.5 ”如果 X, Y, 22 P 中 的 不 空 的 公式 ， 则 XY 和 YZ 不 能 都 是 
合式 公式 。 

10.5 мазан A CERSA DEAH? TOKER 7, P, 
Boer = ls 2,3, …)。 它 的 形成 规则 有 以 下 两 条 ; 

а) 任何 单 狼 一 个 命题 词 是 仿 式 公式 。 

ОО 如果 Ku eo l BERAR Рх, BARAR. 

定义 一 个 以 A KHAL- EARRAN EAER ДНОМ АНЕ ААУ 
TAR е, РЕНТА: 

1% оо) = —1. 

2° pM =s], 

3° 如 时 Y 是 单独 一 个 符号 , 则 p(XY) = Р(Х) +p), 

4% CD) = 0， 其 中 的 从 是 空 公式 ， 

证 明 : ХЖА 中 的 合式 公式 : 当 且 仅 当 。9fX) = 一 1 ЖН, 如 果 Y 是 由 X 
在 它 的 右 端 至 少 去 挤 一 个 符号 而 得 ; 则 P>, 
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在 上 节 中 我 们 给 出 了 命题 逻辑 P 的 形成 规则 ,并 根据 它们 定 
XT P 的 台式 公式 ， 在 本 池 中 我 们 要 给 出 了 的 形式 推理 规 由 ,并 
报 据 它 们 定义 P 的 形式 推理 关系 ， ` 

形式 推理 关系 是 合式 公式 的 有 穷 序列 三 合式 公式 之 间 的 


XA. Wm P RISRARERR A A, 0A, SARAAA | 


之 间 存 在 善 形 式 准 理 关系 ,我 们 记 为 
1) P: A, Ы, А.-А 
这 是 说 ,在 P 中 Apot A, 与 A 之 间 有 形式 推理 关系 .我 们 也 
WOE P 中 鸭 形 式 推 悍 关系 ，1X 可 以 读 作 “ 在 P hH As 55, 
A&。 可 以 形式 地 推 而 A”. Au ,As 是 形式 前 提 , 是 A 的 形式 前 
提 ;A 是 形式 结论 ,是 A... A, 的 形式 结论 ， 

当 从 上 下 文 可 以 看 当 是 在 P 中 能 由 Asto A, 形式 地 推 
出 A 时 ,我 们 就 可 以 把 1) 简写 为 
A 
这 个 规定 对 于 本 书 中 的 各 个 逻辑 演算 都 是 适用 的 . 

形式 推理 关系 是 反 扫 前 提 和 结论 之 闻 的 演绎 推理 关系 的 
此 ,在 形式 推理 关系 中 ,形式 前 提 中 的 合式 公 趟 京 当 是 可 以 调换 次 
序 的 。 作 为 形式 前 提 的 合式 公式 有 穷 序列 实际 上 是 合式 公式 的 有 
ЗМК. пахта, ЗОРА BRENTE Sa 
集合 , 因 北 称 之 为 合式 公式 的 有 穷 序列 ， 

我 们 还 要 视 定 另外 一 些 写法 

ERREXA I A 中 的 形式 结论 A 是 一 个 合式 公式 . 我们 
规定 了 一 人 是 说 向 全 能 形式 地 推出 入 中 的 所 有 合式 公式 . 因此 ， 

Th A 

BÆ ГА, -… TEA ORE, 

我 们 还 要 令 

Г-и П, 并 且 Ds 
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此 外 ,我 们 还 可 以 自然 地 令 


Asa $=A 
Н-А-а $—A 
现在 我 们 来 陈述 P 的 五 条 形式 推理 规则 : 
СӨ А, >, AnA; G = 1, 5, n) 
G) ШЖ Г--АР-АСА Ж) 
ШІТІ-А 
С) 如 果 Г, ПАР-В, TB 
у ГА 
(9) А —> B, A—B 


Сэ) 如 果 Г, А-В 
则 THA >B 

关于 这 些 形式 推理 规则 的 涵义 ,我 们 可 以 作 下 面 的 说 明 . 

(O 可 以 称 为 表 定 前 提 律 。 它 反映 演绎 推理 中 的 这 样 的 规 
则 : 对 于 任何 给 定 的 前 提 来 说 ,前 提 中 的 每 个 命题 都 是 被 肯定 的 ， 
因此 前 提 中 的 每 个 命题 都 可 以 作为 结论 由 整个 前 提 扒 出 . 

Cr) 可 以 称 为 演绎 推理 传递 律 . 它 是 说 , 如 果 由 一 定 的 前 提 
可 以 推出 一 些 命题 ,由 这 些 命题 又 可 以 推出 某 个 命题 ,那么 由 原来 
的 前 提 可 以 推出 这 个 命题 .例如 , 设 A... 4。(《 相 当 于 A) 都 
是 几何 中 的 定理 , 也 就 是 说 它们 都 是 能 由 几何 的 公理 《相当 于 ГУ 
推出 的 ;又 设 4《 相 当 于 A) 能 由 4，-…，4。 推出 那么 4 当然 
也 是 几何 中 的 定理 . 
D 称 为 反 证 律 。 它 反 映 演 绎 推理 中 的 反 证 法 如果 在 一 
定 的 前 提 ( 相 当 于 D 下 ,再 假设 4 是 假 的 ( 即 “ 非 4” 是 真 的 , 相当 
FTA), 由 此 就 能 推出 互相 矛盾 的 命题 《相当 于 T, TAB, T 
B), 那么 由 原来 的 前 提 能 推出 4 GAH F TA). , 

《一 -) 称 为 蕴涵 词 消去 律 ， 它 反映 演绎 推 型 中 的 假 言 淮 理 规 
ШІ (modus ponens), 即 由 “和 如果 4 则 ”和 4 可 以 推 出 В. 

《一 +) 称 为 获 涵 词 引 信 律 。 它 反映 演绎 推理 中 这 样 的 规则: 
如 果 在 一 定 的 前 提 《 人 相当 于 下 ,再 假设 4 是 真 的 ; 由 此 能 推出 
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3 (相当 于 T, 4A| 一 B)， 那 么 由 原来 的 前 提 能 推出 “如 果 4 则 B” 
《相当 于 rA — B). 

例如 在 平面 几何 中 ,在 一 定 东 前 担 下 要 证 外 “等 腰 三 角形 底 角 
福 等 "如 “如 果 三 角形 的 两 边 相 等 , 则 它们 的 对 角 根 等 ", 证 法 是 在 
厌 来 的 前 提 中 加 进 “ 三 角形 的 两 边 根 等 ", 由 之 证 胡 “ 它 们 的 对 角 
相等 ”。 

HT P 的 形式 推理 规则 中 的 了 等 都 是 任意 的 而 不 是 特定 的 合 
式 公 式 有 穷 序 列 , 其 中 的 等 都 是 任意 的 而 不 是 特定 的 合式 公式 ， 
所 以 这 五 条 形式 推理 规则 都 不 是 单独 的 形式 推理 规则 ， 而 是 包括 
了 无 穷 条 形式 淮 理 规则 ， 例 如 ,下 面 的 

p >q, Pg 
а (р r), q—p—>r 
трэ 9) — r, Cp 9 q) r 

等 ,就 都 包括 在 (—-) 之 中 .因此 。P 的 五 条 形式 推理 规则 都 是 
形式 浴 理 规划 的 模式 . 

在 卫 的 五 条 形式 推理 规则 中 , 反 证 律 与 其 他 四 条 不 同 , 它 使 得 
P 具有 基 种 特点 。 我 们 要 对 它 在 推理 中 的 作用 给 予 特别 的 注意 、 
我 们 将 在 本 节 末 讨论 与 它 有 关 的 襄 题 . 

一 条 形式 推理 规则 称 为 某 个 丈 辑 词 的 “ 洪 去 * 律 ,这 是 说 ,根据 
这 条 规则 ， 我 们 可 六 得 到 某 个 形式 淮 理 关 系 TA, 在 它 的 形式 
Hiat, 该 逻辑 词 物 某 个 驯 现 是 被 消去 了 ， 如果 是 某 个 逻辑 词 
的 “引入 * 律 。 那 就 是 在 根据 它 而 得 到 的 ?一 A 的 形式 结论 入 中， 
引信 了 该 逐 辑 词 的 某 个 出 现 ， 例 如 , 根 泥 (一 -)> 有 有 

А->В,АР-В 

ЕЗИ ВВ, Е А — B ib АА Т. B 
据 ( 一 +》 直 


2) T, А-В 
得 到 
3) T—A >B 


在 3) 的 形式 结论 A — B h, ЙЫНА ЖЫ 2) HERAS, Ë 


9055 . 


是 新 引 人 的 。 
W An 555, AA АМ, (а, ts id а, 2,9) 
НОА, H © f 
А,» `. А-А А, 
由 此 和 A, 55, А.-А, BE (中 ,可 得 
A 
可 见 А, 5-5, AnA 中 的 А, А, 是 可 以 调换 次 序 的 . 
正 象 P 的 形成 规则 分 为 两 类 一 样 , P 的 形式 推理 规则 也 可 以 
AAPA. AnA (O 和 (一) 两 条 ,它们 直接 生成 的 形 
式 推 理 关系 .第 二 类 包括 《r), С) ЯКУ.) 三 条 ， 它 们 确定 一 
些 运算 , 当天 已 经 生成 的 形式 淮 青 关系 应 用 这 种 运算 阿 , 就 生 束 新 
的 形式 推理 关系 . 
BERRE P 区 形成 规则 可 以 一 步 一 步 地 生成 P 的 合式 公 
式 一 样 ,我 们 可 以 根据 P 的 形式 推理 规则 一 步 一 步 地 生成 P 的 形 
式 推 理 关系 . 
定理 11l P. 
[1] А-А cE) 
[2] АҺ-В- A CREER) 
[3] А-В, В = Сл о СС) 
[4] Аз»(В-»>С),4->Б--А-,С( А ИВ 
证 [1] те Ce) 的 特例 . 
[2] G) A,B—A {OO 
о) A—B—A GX.) 


n] 


证 [31 
(1) А->В,В-С,АҺ-А-В (€> 
(2) А->В,В-С,АР-А (e> 
(3) A—B,AF-B сә) 


(4) А >В, ВС, А-В AXDG 
G) A—B,B—C,A=B—C (€) 
(6) B—C,B—G (>) 


255. 


(7) А->В,В->С,АР-С 《5)C4)(6)Cr) 
(8) А->В,В-С--А->С (21649) 


证 [41 

G) А5 (В 0), А эВ, АБ-А = (В ә С) (Ө 

(2) А (В С), А -» В, А-А В (9 

G) А->(В--С),А->В,АҒ-А сө 

《4) А--(В->0),АР-В-»С Сэ) 

G) А -+(В = С), А = В, A—B >C 163) 
@ . 

(6) АВ, А-В Сә) 

(7) А (ВС), А —B, А-В (2X3X6) 

- 9) 

(8) вс, вс (2) 

(9) А5 (В = С), Аж В, A-C С5)078) 
Су 

(10) А9 (В С), А = В-А + С (906+) П 


НААН ВАСКА Ж 8. 在 定理 11.1 
中 我 们 列举 了 命题 演算 了 P 的 四 个 形式 定理 ， 注 意 ,在 定理 11.1 的 
证 明 中 只 用 了 了 P 了 的 《个 , G), (0 和 《一 +)》 四 条 形式 推理 规 
BJ. 


前 面 说 过 ，P 的 形式 推理 规则 都 不 是 单独 的 一 条 形式 推理 规 
则 而 是 形式 推理 规则 的 模式 。 根据 同样 的 道理 , P 中 的 形式 推理 
关系 (形式 定理 ) 也 都 不 是 单独 的 一 个 形式 推理 关系 《形式 定理 ); 
而 是 形式 推理 关系 (形式 定理 ) 的 模式 .例如 
А->В,В-СҺ-А-С 
就 是 一 个 形式 推理 关系 (形式 定理 ) 的 模式 , 象 下 面 的 
` p—-—q, 71 TT -р-стттт 
Фф г, ге» (аә г) 0р» 4) ә (9 0) 
P> g q> 7р» г) р» р г) 
等 就 都 包括 在 它 里 面 ， 
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在 上 节 中 我 们 说 过 ，P 的 形成 规则 只 说 明 由 之 生成 的 公式 都 
是 合式 公式 ,但 是 并 不 说 明 怎样 的 公式 不 是 合式 公式 ; 因此 P 的 
形成 规则 并 没有 定义 P 的 合式 公式 这 一 概念 。 类 伏地 ,P 的 形式 
推理 规则 只 说 明 由 之 生成 的 工 和 人 A 之 间 有 形式 推理 关系 , PJ T-— 
全 成立， 但 是 并 不 说 明 怎 样 的 和 A 之 间 没 有 形式 推理 关系 ， 即 
THA 不 成 立 ; 因此 P 的 形式 推理 关系 并 没有 定义 了 的 形式 推理 
关系 这 一 概念 . 
. 定义 11.1 (P 的 形式 推理 关系 ) TF 一 A 是 P 的 形式 推理 关 

Ж. HENX, CEH P 的 形式 推理 规则 生成 , ВРВЕН СӨ) 或 

C) 直接 生成 , 或 者 由 已 生成 的 形式 推理 关系 经 过 应 用 《〈r)， 
CD E C) 而 得 . - 

在 P 中 生成 形式 推理 关系 TA 的 过 程 中 , 我 们 得 到 一 系 
列 的 形式 推理 关系 - 


DA, TA 
其 中 每 一 个 TAF 一 AtA 1,55, n) 或 者 是 由 第 一 类 的 形式 推理 
规则 (6 或 (一 -7 所 直接 生成 ,或 者 是 由 在 它 前 面 已 生成 的 某 些 
形式 推理 关系 经 过 应 用 第 二 类 的 形式 推理 规则 〈(r7，( 7 或 
(652) 而 得 , АНТ, ЖАГ, A 就 是 A， 上 面 这 个 序列 称 为 P 
中 的 形式 证 明 。 它 是 关于 形式 定理 TA 的 形式 证 明 ,因为 它 的 
最 后 一 项 Г,--А, 就 是 TA, 

在 前 面 证 明定 理 11.1 时 , 我 们 就 是 给 出 了 其 中 各 个 形式 定理 
[1] 一 [4] 的 形式 证 明 ， 

形式 证 明 也 都 是 形式 证 明 的 模式 ,而 不 是 单独 的 形式 证 明 ， 

在 本 书 中 以 后 还 要 构造 的 逻辑 演算 中 ,形式 推理 规则 ,形式 推 
理 关系 (形式 定理 )。 形 式 证 明 也 都 是 模式 ， 

在 形式 证 明 中 ， 如 果 某 一 步 菊 是 根据 了 第 一 类 的 形式 推理 规 
则 (在 P 中 是 (@ 或 (一 -)) ,那么 就 在 这 一 步 的 右 方 写 下 所 根据 的 
规则 ;如 是 根据 了 第 二 类 的 形式 推理 规则 (在 PREC), С) 或 
(一 +))， 那 么 建立 这 一 步 又 时 必定 用 了 形式 证 明 中 前 面 的 若干 步 
又 这 样 就 要 在 这 一 步 的 右 方 写 下 所 用 到 的 各 步 的 号 码 以 及 所 根 
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据 的 规则 ， 当 涉及 (z) 或 (一 ) 时 ， 要 用 到 一 个 以 上 的 前 面 的 步 
台 ， 写 下 这 些 步 双 的 号 码 ， 可 以 按照 它们 在 《〈r) 或 (一 ) 中 出 现 
的 先后 来 排 次 序 。 读者 可 以 查看 定理 11.1 以 及 后 面 各 形式 定理 
的 形式 证 明 中 每 个 步 又 的 根据 是 怎样 写 出 的 . 

在 定理 11.1 的 形式 证 明 中 , 每 个 步 双 都 是 以 某 一 条 形式 推理 
规则 作为 根据 的 。 但 在 以 后 的 形式 证 明 让 ,可 以 使 用 已 经 证 明 的 
形式 定理 作为 根据 , 

我 们 在 结论 中 已 经 讲 过 , 当 不 至 于 引起 误会 时 ，“ 形 式 推理 规 
ЯР, ERREXA ERNE” WREN”, “BRER, “W 
式 证 明 ” 中 的 “形式 ”二 字 都 可 以 省 略 .。 

形式 推理 关系 的 定义 , 同 合式 公式 的 定义 一 样 ,是 一 个 归纳 定 
义 , 它 说 明 凡 由 P 的 形式 推理 规则 生成 的 TH-A 都 是 P 中 的 形 
式 推理 关系 ,并 且 只 有 由 了 的 形式 推理 规则 生成 的 ft 一 A 是 P 中 
的 形式 推理 关系 。 因 此 我 们 可 以 用 数学 归纳 法 来 证 明 所 有 的 形式 
推理 关系 都 有 某 个 性 质 ， 当 要 证 明 P 中 所 有 形式 推理 关系 都 有 
某 个 性 质 时 ,我 们 只 要 证 明 下 面 的 五 点 : А 

第 一 , 任何 A, ts А, ІН СӨ) 直接 生成 的 形式 推理 关系 
А 7, АДА, BEREA (1,566, n), 

第 二 ,任何 A 和 B, 由 (>-) 直 接生 成 的 形式 推理 关系 A 一 B， 
AB 都 有 这 性 质 . 

第 三 ,任何 T, An ts A. A, 如 果 形 式 推理 关系 [| 一 
A 了 一 A 和 A, А-А ПЫ, BAB ENZ 
应 用 《r》 而 生成 的 形式 推理 关系 [LA BERE.. 

第 四 ,任何 T.A. В, 如 果 形式 推理 关系 『, TAB ЖІГ, 
А B 都 有 这 人 性质， 那么 由 它们 经 应 用 《一 ) 而 生成 的 形式 
推理 关系 IA 也 有 这 性 质 。 . 

第 五 任何 T, A,B, 如 果 形 式 推理 关系 T, AH_B 有 这 性 
质 ,那么 由 它 经 应 用 (一 +》 而 生成 的 形式 推理 关系 TA 一 B 也 
有 这 性 质 . 

根据 定义 11.1, P 中 的 任何 形式 推理 关系 TI-A 都 有 一 个 

* 59 + 


形式 证 明 


Г.А, Ts-As 
而 且 其 中 的 Г,-А, 就 是 TF- 一 A 根据 以 上 的 五 点 , 显然 上 


åo …… ГИА, ЖБТ AE Ta 有 这 性 质 . 
- 以 后 当 我 们 用 这 个 方法 作出 证 明 时 ， 我 们 说 证 明 是 施 归 纳 于 


形式 推理 关系 的 结构 ， 


这 就 是 施 归 纳 于 形式 推理 关系 的 形式 证 明 


的 结构 ， 或 者 简单 地 说 证 明 用 轨 纳 法 。 在 这 样 的 证 明 中 , 第 一 点 
和 第 二 点 的 证 明 是 基 始 ;第 三 、 四 、 五 各 点 的 证 明 是 归纳 ， 基 始 是 


证 由 P 的 第 一 类 形式 


推理 规则 所 直接 生成 的 形式 推理 关系 都 有 


这 人 性质 ;归纳 是 证 经 过 应 用 P 的 第 二 类 形式 推理 规则 而 生成 的 形 
式 推理 关系 都 保持 这 性 质 . 
下 面 我 们 继续 证 明 P 中 一 些 重要 的 形式 推理 关系 ， 


定理 11.2 P; 


[1] А, TAB 
(21 "А-А В 《否定 前 件 律 》 
[3] АҒ-ТА->В 


on- U TA 
11+ 5] Ат 


А 
А 


(61 如 果 Г, А-В, TB, 
wrna ОНИ) 


т 
证 [1 


(1) А, A, TIBIA (O) 
(0) А, TA, TB ma (© 


(3) A, ТАР-В 


DX) 


证 [2] 和 [3] 它们 都 由 [1] 根 据 (>+) 得 到 ?。 


证 [4] 
а) TA, “А 
(2) TA, TA 


Е-ТА 9) 
TA (Ө 


1) 这 里 的 [说 是 指 本 定理 11,2 中 的 [H， 如 办 是 指 别处 的 [1H] ,就 应 当 加 以 说 明 、 
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(3) ——A—A DGK) 


证 [5 

GQ) А, mA A (© 

(2) А, TTA TA (© 

B) ammam A [4] 

G) А, ITA A QGH) 

© amna 69:601687) 

证 [6] 

с) T, anas 7 сеу 

(2) F, TTA A сө) 

(3) “aAA [41 

(4) F, amasa м MGT) 

G) Г, А-В ~ біз 

60) Г, AmB Bit 

(7) F, 一 AHB Сат? 

(8) F, TAB ахауеуту 

©) r——A I Ста . 

注意 ,在 定理 11.2 的 证 明 中 。 我 们 只 月 了 (Ө, Cz) 和 (站) 三 
条 推理 规 见 . и 


ROLAEI BER 11.2 фе gu, АНЕ “C 
уе о ЕА)" ГОТА В АЦЕ С)", 

ВВС), ЕНИ ЕЛЕЕ, BENERA 
6, ЗОНЕ, 

从 上 面 第 出 的 形式 证 明 可 以 看 出 ， 任 意 给 出 了 一 个 形式 推理 _ 
关系 和 一 个 形式 征明， 我 们 有 算法 EATI ÆA 来 判定 
这 个 形式 证 明 是 否 京 为 一 个 形式 证 明 ， 以 及 它 是 不 是 所 统 的 形式 
推理 关系 的 形式 证 明 ， 因 此 ,形式 证 明 合 证 明 的 概念 得 到 灶 确 化 。 

а TAE G ERENER EEE 
比较 长 而 令 人 厌烦 的 ， 我 们 硅 下 面 要 介绍 二 种 比较 简单 醒目 的 写 
法 ， 完 举 一 个 例子 ,我 们 可 以 把 关于 定理 11.1[4] BJ 


. й: 


serfi á. 


1% 


ю-к 


` А — (B> С), A — В-А >C 
的 形式 证 明 写 成 下 面 5) 能 形式 : 


G) А (8-0) 


69) А-В 
G) À 
Q) A—(B— C) UNE) 
3) {5) А-В охе 
16 А схе 
э вс ахау» 
| C8) B G)(6X(—-_) 
о» с MEX- 
"ао Ас 9-9 


жо, ТЕН F A> (B — C), 然 后 在 它 的 下 面 写 下 办 一 B。 
А-В RENE A — (B — C) 的 左 端 要 向 右 移 一 段 明显 的 距离 ; 
又 在 Ав HTE LBAN- RER BFA 这样 表示 它 生 
《 即 (1),《2),(3) 关 是 形式 前 提 ， 然 后 把 C4 一 (9) 这 六 全 公式 依次 
写 在 (3) 中 公式 4 的 下 面 , 它 们 区 志 端 都 与 (3) 中 仿 的 左 端 对 齐 ,这 
样 表示 (4) 一 (9) ан (1), (2), G) 三 个 公式 推出 的 ， 推 出 
ПАИ НСО Зака), 
伍 是 我 们 说 (4) 能 外 (1),C2),G) 维 由 ,总 是 对 的 。C4) ,5),C6) 襄 
是 分 别 把 (1), Q), C3) 作为 推 轨 的 形式 结论 重 写 一 遍 、(7) 是 由 
《4 和 (6) 和 根据 C-*-) 推 出 的 ， 因 为 由 C1) 一 (3 能 推出 (和 和 (6?; 故 
ICO НАС) БӨЛ НКР). ССОУ ЗЕ ИНОНИ. В, 
容 下 (10) 中 的 A 一 C 时 , 它 的 左 端 比 (9 中 C 的 左 端 要 左 移 一 外 
距离 ,和 前 面 右 移 的 距离 相同 ,使 得 À 一 C HERS G) 中 公式 - 
А-В 的 左 氏 对 齐 ,这 样 表示 C10) 可 让 C1) 和 (C2) 推出 ， 在 位 申 ，。. 
应 甩 (z) 的 步骤 都 自然 地 省 掉 了 . 

显然 :把 定理 11.1141 的 形式 证 泊 罕 成 O 的 形式 , 比 前 面 写 出 
的 形式 要 季 单 醒目 得 多 .而 且 ,47 这 样 的 形式 还 可 以 进一步 简 北 ， 
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为 其 中 的 (4 一 (67 是 重复 的 ， 我 们 可 以 抬 4 简写 为 下 面 57 的 
形式 : I 
(1) А (В = С) 
су АВ 
G) A 
5) Oo в-с (1G5(—-_) 
5) B ахз) 
сву с (696916840) 
Су AC KEX) 


在 引 中 , ИНДЕ (9 M O BERRAAT 可 是 


由 5) 我 们 却 很 容易 写 出 所 朗 的 形式 证 明 . 


写成 5) 这 种 形式 的 形式 证 明 可 以 说 是 比较 直接 地 反映 了 数 


学 中 的 证 明 的 。 例如 ， 我 们 可 以 把 5) ЕН ЕР | 


“如 果 A> (80 A TASB, Hi ША-С ENOT: ША 


(B 一 C) 和 A 一 B, 再 设 A, 


那么 , 由 A> (80) 和 4 可 以 


推出 B— O, 由 АВ 和 4 可 以 推出 B。 又 由 所 推 得 的 B 一 C 


和 B 可 以 推出 C; 这 样 ,在 前 


А (8-0) 和 和 一 B 之 下 ,再 


it 4&， 可 以 推出 C; 因此 ,由 4 一 (B 一 C) ЖА ВДЕ 


RELE S 的 简单 写法 , 我 们 可 以 把 定理 11.2161 ORR) 


ВАС, 
ВОЕН НЫ КЕНЕЛЕ Ж: 
Dr 
(2) aA 
G) A 
(4) B 
(5) в 
(6) TA 


Шот! 


MOER 
MOEI 
4265067) 


RUPAR КНР АЕ ВН ӨНЕ Xy ЗЕ А ОЛЕ ЗЯ. 


-Rw МЕРЕЗ 
ÉA: 


PEZE АО ЧА SERA AF 


* 4. 


А, 
А, 
А, 
Bu 


А, 
А 


它 表示 下 面 的 形式 推理 关系 成 立 : 

A An A, А-В +t; Ва 

Ais Аз, Аз Ваз", By 

Ars А-В 5-5, В, 

An А, As, Aç, A;F—G,, + =, С, 

形式 证 明 的 上 述 一 般 形 式 的 写法 如 下 . 先 写 下 A. 再 在 Al 的 
下 面 写 下 А, A 的 左 端 比 A 的 堪 端 向 右 移 一 自明 显 的 距离 ;再 依 
次 在 下 面 照样 地 写 下 A XE F A; 然后 在 A, 的 下 面 依次 写 下 
В. Вл. Ж, Аз, А.А» А, 都 是 形式 前 提 , Bu，… :Bu 是 
26. 


由 它们 推出 的 形式 结论 ， 在 Bo vts Ba 中 ,例如 В, 可 以 是 由 
В, 和 B, 推出 的 【假设 k> D, ЖА B. 是 Be 和 В, 的 形式 
结论 , 因而 也 是 А), А, А, А, 的 形式 结论 ， 然后 , É Ba 的 下 
面 ,把 公式 的 堪 端 向 左 移 —B E, 使 得 与 A, 的 去 端 对 产 , 依次 
写 下 Ba,-…, Bus 这 表示 它们 都 能 庄 A, А. 六; 推出 .又 在 Bu 的 下 
面 ,把 公式 的 左 端 扫 向 左 移 一 段 距离 ,使 得 与 A, 的 左 端 对 齐 , 依 次 
写 下 В), "Bw, 这 表示 它们 都 能 由 A 和 A, 推出 .在 В, ВТ, 
把 公式 的 左 端 文 逐 次 向 右 移 ， 依次 号 下 А» Ass A; ,这 表示 它们 是 
形式 前 握 ; 然后 在 A Ж FSF Co t Co RER Gs +: "> G, 
是 由 Ao An As Ao А 推出 的 形式 结论 

我 们 规定 ,在 这 样 的 写法 中 ,每 次 左 移 之 后 (例如 由 В, 26 
至 Bn, 又 由 B, ABF В), PEEN Ar EARTE E RTA 
前 担 的 作用 了 ， 例如 A 就 不 是 Ba ttis Be 的 形式 前 混 、 та 
As 和 A, ЖЖ В, ee, В, AKANE E Bs 的 下 
ЕКЕН А, А, A, 这 些 形 式 前 所 时 , A ЖА, 却 仍 是 形式 
前 所, 而 АЖА 部 不 再 是 形式 前 误 , 因此 C, 7, C, 的 形式 
ВЕЕ As А», As, Ao А. 

ВЕЕР А ШЕН, ЫРА АНЕ FARA 
ER, А2 НЕЕ ЕНА, ТКО НИЗИНА, 我 们 以 后 就 
采 打 斜 形 证 明 的 写法 来 写 出 形式 证 明 、 在 本 洛 书 当 斜 形 证 明 转 页 
时 ,可 根据 排 印 的 情况 来 辨认 哪些 公式 的 玄 端 对 齐 , 和 公式 之 所 的 
左右 位 置 关 系 . 

但 是 ,形式 证 明之 可 以 写成 斜 形 的 , 也 就 是 说 , 可 以 用 鳞 形 证 
朋 买 证 明 某 一 对 了 和 和 之 闻 有 形式 推 一 关系 ， 这 一 点 是 有 有待 于 证 
明 的 、 斜 形 证 明 这 个 概念 本 身 还 有 待 于 定义 我 们 将 在 本 邯 下 册 
末 的 附录 (二 》 中 定义 斜 形 证 明 的 概念 ,并 证 明 它 和 床 来 的 形式 证 
明之 间 的 等 价 关系 。 因 此 伸 形 证 明 是 一 种 直观 而 又 严格 的 形式 证 
明 的 写法 。 它 的 直观 性 还 对 于 寻找 形式 证 明 的 途径 巷 有 帮助 . 

下 面 继续 证 明 卫 中 的 推理 关系 。 

定理 11.3 P; 
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ПІ А-В, IBTA 

12] A=B Bema (Ж 
ІЗІ ТТА->т18, B—A 

[4] TAB B>A (НО 
(51 A=B, BTA 

[6] A 一 BF 一 B->A 《 换 位 律 ) 
|71 74 — В, TBA 

18] 一 4 一 BH 一 一 B ->A《 换 位 律 > 
WHI С) А-В 


(2) B 
{3) A 
167] в MBX- 
(5) TA WRK) 
H [11% АЕ C— 就 得 到 [21。 其 余 的 [31 一 [8] EAR 
[1],[2] 的 还 明 类 似 。 | 


定 杜 113 中 的 [2] ,14],16],18] 称 为 禾 位 律 ,为 了 引 击 时 的 方 
便 ,把 定理 11.3 ДЕЕ ВИО ДЕВА, НОЕ Со". 

定理 114 P. 

ww[1] ТА-АР-А 

(2] А» 7А 7А 

“ІЗІ А —B, АВА 

(41 АВ, ЗА — BLB 

vI) TIA => ВИА 

v[61] СА + В) B 

З ЕСІ], 13 191157, KAK ШЕН А СЕ. 

шір G) ЗАА < 


оу ТА А 
G> A (120206) 
GQ А (3702067) 
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iis) G) A>B 
о) А->Т1В 
G A 
70) в 00026) 
6) TB @GX>-) 
>) ТА CD 
证 [5] (0) ~A +В) 
Ө) ТА 
G) A 一 B 《2) 否 定 前 件 律 
(4) A (320007) II 
”前 面 讲 过 ,有 算法 判定 一 个 形式 证 明 是 否 成 为 形式 证 明 , 但 是 
寻求 形式 推理 关系 的 形式 证 朋 , EF 没有 柳 定 的 方法 ,只 能 有 大 概 的 
ЖЕ. Pin P 中 的 形式 证 明 , 如 果 形式 结论 是 A, 就 可 以 考虑 在 
原 有 的 形式 前 提 后 面 加 上 一 A， 然 后 设法 由 此 而 推 出 互相 蔬 盾 的 
合式 公式 .如果 形 式 结论 是 A、 就 考虑 在 原 有 的 形式 前 提 后 面 
加 上 А, 然后 设法 由 此 推出 互相 矛盾 的 合式 公式 ， 如 果 形 式 结论 
ZARAR A -> B， 就 可 以 在 原 有 的 形式 前 提 后 面 加 上 A, Ж 
后 设法 由 此 而 推出 p. 这 些 当 然 都 是 一 般 的 考虑 . 当 形 式 结论 
是 A — B 时 ,也 可 以 在 原 有 的 形式 前 提 后 面 加 上 “ICA — B), 看 
是 否 能 由 此 推出 互相 矛盾 的 合式 公式 . 
第 二 类 的 形式 推理 规则 《在 P 中 是 (7 一) 和 (一 +) 三 条 )， 
按照 数理 逻辑 文献 中 的 习惯 ,可 以 写成 以 下 的 形式 : 
(7) r—A 
А-А 
TA 
сту Г,ТТАР-В, В 
П--А 
С) Г, А-В 
ТРА ~» В 
、 其 中 横 线 上 面 的 是 已 有 的 形式 推理 关系 ， 横 线 下 面 的 是 由 已 有 的 
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形式 推理 关系 应 用 这 些 规则 而 生成 的 形式 推理 关系 .把 第 二 类 的 
形式 推理 规则 写成 这 种 带 模 线 的 形式 ,有 它 的 方便 之 处 ,但 是 我 们 


并 不 规定 采用 哪 一 种 写法. 


可 以 证 明 : 如 果 A, 则 任何 T, TIA ( 见 本 节 末 的 习题 
11.13). REK, WREE Г, TH 一 A, 则 显然 A, 因为 空 序列 


也 是 合式 公式 的 有 穷 序列 . 


此 我 们 有 下 面 的 定理 . 


定理 11.5 在 P 中 ,任何 T, TA, 当 且 仅 当 ;| 一 全 ,外 


定义 11.2 《 重 言 式 ) А 


是 卫 中 的 重 言 式 , 当 且 仅 当 ,了 P: 任 何 


DIAR A E P HOERERY, P: A, 


a4 


Ж. 


由 前 面 的 形式 定理 容易 看 出 ,下面 的 合式 公式 都 是 了 中 的 重 


А-А 
А > (В А) 
—TA— А 
А В" —> «(В > С) > (А — С) 
A — (B> C). — «(А > В) >(A > С) 
ПА > (А5 В) 

A — B" — B>A 
А-»>В«->а(А->"ІВ)- А 
А-“В«-»«(-А-»В)-В 

我 们 证 明 其 中 的 喇 个 作为 例子 . 
证 4 一 B" 一 "(B 一 C) 一 (4 一 C) 是 重 言 式 : 


ао А-»В 

(2) в-с 

G) A 

(4) B (1)63)6-) 
6) с аха--2 
(6) АУС G) 
(7) (В+ С) > (А > СУ) (HOD 


(8) А В. => «(В С) ә (А -= С) X> ll 


... 


WEA .> 有 -> CA > В) > B ERER: 


a) АВ 

99] тА-В 

ао TB 

{4) JA (45169629) 
G) A GIG) 
сө в aX), 
O) (TA —> B) + В 676-2 
(8) АВ. — «СПА > В) ә В GQ) Il 


我 科 注 意 ,在 上 面 的 机 个 证 明 中 ,最 后 一 步 的 合式 公式 : 
А — B= -> «(В >C) > (А >C) 
А > Be — «(ПА — B) > В 

тыға E ааа алан EA 
вана, Яа Е ТН СТН 
ЭЕТ АВАС НЕИН. 

оа Еа, EMILS 都 是 成 立 的 。 
重 言 式 也 都 是 象 定义 11.2 中 那样 定义 的 。 重 言 式 是 一 类 在 技术 
上 有 特殊 重要 意义 的 合式 公式 ,这 将 在 以 后 名 章 中 阅 明 . 

由 于 P 的 形式 推理 规则 直接 而 筷 然 地 反映 了 演 经 准 理 规 虽 。 
P 的 形式 推理 关系 直接 而 自然 地 反 睦 了 演绎 推理 关系 。 了 P 由 的 形 
式 证 明 直接 而 自然 地 反映 了 辣 绎 推理 中 的 征明， 所 以 我 们 称 P 为 
自然 推理 系统 。 

我 们 在 本 章 中 所 要 构造 的 一 系列 退 辑 广 算 都 具有 上 面 所 说 的 . 
特点 , 所 以 都 是 逻辑 演算 的 自 然 接 理 系统 。 到 缉 广 算 可 以 用 别 种 
паа, 那 就 是 逻辑 六 算 的 重 言 式 系统 ， 我 们 将 在 第 三 
章 器 专 门 研究 重 言 式 系统 以 及 它 与 自然 推理 系统 的 关系 ， 

如 果 把 了 的 推理 规 刚 (->_) 改 为 

[一 -] [HA>B,A 

THB 
ВА о) 就 可 以 省 略 ， 令 P, 是 由 P RC 828 [—-1 并 省 
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路 (z) 而 得 的 命题 逻辑 ， 可 以 证 明 P 和 P, 有 相同 的 推理 关系 
CHI FRSE 11.6), #110 P 和 P, 是 等 价 的 . 

定理 11.6 Р: I—A, 当 且 仅 当 , P: TH 一 A。 |І 

P 的 特点 是 没有 (fr)， 本 章 中 所 要 构造 的 逻辑 演算 都 包含 
《r)7， 也 都 可 以 仿照 上 面 的 由 了 构造 Ро 的 方法 构造 等 价 的 不 包 
含 аз 的 逻辑 演算 .这 种 不 包含 〈r)》 的 逻辑 演算 在 第 三 章 $34 
《 见 下 册 ) 中 讨论 逻辑 演算 的 自然 推理 系统 和 重 言 式 系统 之 间 的 关 
系 时 用 起 来 比较 方便 . 

P 是 一 个 包含 否定 词 和 丝 涵 词 这 两 个 连接 词 的 命题 逻辑 ， 哺 
所 包含 的 五 条 推理 规则 中 ，(€》 和 《7) 是 我 们 将 要 构造 的 各 个 还 
辑 演算 中 都 有 的 ,(~>-7 和 (~>+) 是 我 们 将 要 构造 的 各 个 包含 荀 池 
词 的 逻辑 演算 中 都 有 的 ;因此 ,这 四 条 都 是 一 般 性 的 推理 规则 。 此 
外 ,这 四 条 形式 推理 规则 所 反映 的 演绎 推理 中 的 规则 ,在 数学 基 丰 
“和 数理 逻辑 的 发 展 中 ,都 是 没有 争议 的 .可 是 ，P 中 涉及 否定 词 的 
СТ) 这 一 条 推理 规则 就 不 同 了 。 ЖНЖ CT 是 反映 演绎 推理 中 
的 反 证 靶 的 . 现在 西方 国家 有 一 种 称 为 直觉 主义 的 数学 基础 学 恩 
湖 ， 直 觉 主义 者 否认 反 证 法 可 以 无 条 件 地 作为 一 种 演绎 推理 的 方 
法 。 作 为 一 种 证 明 数 学 定理 的 方法 而 予以 采用 . 他 们 认为 , 象 反 
证 法 这 样 的 推理 规则 是 太 强 了 ， 这 样 的 推理 规则 是 不 能 无 条 件 地 
使 用 的 . 因 之 ,由 数理 逻辑 学 者 海 本 开始, 另外 构造 起 各 种 不 同 
的 逻辑 演算 ,这 些 逻 辑 演算 都 可 以 看 作 是 把 反 证 律 (或 者 象 反 证 律 

反 
同 


这 样 的 形式 推理 规则 ) 减 呢 而 得 . 由 于 不 同 的 学 者 对 于 应 当 把 
证 律 减弱 到 什么 程度 持 有 不 同 的 看 法 ， 因 之 构造 了 强 弱 程度 不 同 
的 逻辑 演算 .从 此 ， 在 数理 逻辑 文献 中 。 把 包含 象 C 了 ) 这 样 规则 
的 , 承认 反 证 律 的 逻辑 演算 称 为 十 典 有 逻辑 演算 , WEARER, 
ъан аа, KERIO, 反 证 律 在 其 中 不 一 般 成 立 的 逻辑 
演算 则 称 为 非 古典 远 辑 演算 . 

本 书 并 不 讨论 数学 基础 学 的 问题 本 书 中 也 并 不 着 重 研究 非 


1) А. Heyting, 
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古典 逻辑 演算 , ҚАМАЛ АКЕН ZAR. 我 们 要 介 
绍 的 非 古 典 系统 有 两 种 ,一 种 是 海 丁 系统 , 另 一 种 是 极 小 系统 。 在 
构造 了 某 一 多 和 辑 演算 之 后 , 我 们 在 它 的 名 字 右 下 角 分 别 以 “H” 和 
“M” 为 添 标 ，、 用 以 表示 与 这 个 系统 相应 的 海 丁 系统 和 极 小 系统 ”。 
例如 , Pa 和 Px 就 分 别 是 与 P 相应 的 海 丁 系统 和 极 小 系统 .下 
面 我 们 来 构造 Pa 和 Рм. 

E P 中 我 们 证 明了 C+ 和 (一 -) 两 条 推理 规则 ; 


сп) Г, А-В, 7B 
T= пА 
on т1-1А|--А 


Жана СҚС СТЕНА, Б.Ы pš PEBE ҢІН 
BEBELUS. ШАТЕР 的 推理 规则 中 把 (一 ) 换 为 (一 +)> 
就 不 能 证 明 (一 )《 这 是 独立 性 问题 , 将 在 第 四 章 中 研究 )。 但 如 果 
再 加 上 (一 一 -)， 就 能 证 明 ( 一 ) 了 ， 设 呈 ,是 由 P 把 (一 ) 换 为 (一 +) 
和 (~ -) 而 得 , 则 P P 是 等 价 的 . P. 是 P 的 另 一 种 构造 形 
式 


由 P EOWA), REH Р, AHO), REAR 
小 系统 Pa。 由 P, BOTKA 
A, 'A—B М 
或 者 由 P. 加 上 这 条 推理 规则 就 得 到 海 丁 系统 Px， 显 然 , 在 这 
BERNIER P 《也 就 是 B) 最 强 ,其 次 是 Pa, 而 P. RE. 这 
就 是 说 ,有 


Pu: TA => Pa: TEA, 
Pa; TA =P; THA 
它们 的 区 别 , 可 以 者 出 , 都 是 在 于 对 关于 否定 词 的 推理 规则 《一 ) 
的 减弱 程度 的 不 同 ， 它 们 都 有 各 种 不 同 的 等 价 形式 ， 下 面 我 们 再 
各 举 一 个 与 P, Ра, P. 等 价 的 系统 , 其 中 各 有 两 条 关于 否定 词 的 
推理 规则 ,我 们 把 各 系统 的 两 条 推理 规则 列举 如 下 ,以 便 对 照 : 
1) “H” 是 “Heying”《 海 丁 ) 的 第 一 个 字母 ，“M” 是 “minimus”( 极 小 ) 的 第 
字母。 . 
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ПА э А-А А-А ПА | А-ТАР-ТА 
А, ЗАВ A, ПАЇВ А, А-В 
在 上 节 和 本 节 中 ,我们 对 于 P 作 了 比较 详细 的 讲述 和 讨论 .以 
后 松 造 别 的 逻辑 演算 时 ,类 所 的 内 容 将 讲 得 比较 简略 ,或 者 完全 留 
给 读者 去 陈述 和 说 明 . 


па 
1 
2 
[3 


9 
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习 

证 明 P 中 的 以 下 推理 关系 (用 两 种 方式 写 出 证 明 ): 
一 (A 一 B)| 一 4 一 B 

(A—B)—C|—B-5C 
Al—(A—B)—(C—P) 

(A—B)—Bx—ƏC—aA—c 
A—(B—C)i—A—s(C-sA,)—(B—A,.) 
A—(BE—C),C—ƏSA,— A—(B—A,) 
(A>B)>(B>A)} BA ` 

证 明 P 中 的 以 下 推理 关系 (用 两 种 方式 写 出 证 明 ): 
A— 1 (B—B) Па 

771В--(А--С),В-» A, C JAA А 
TIA, C—=(B— TA), IAA 71(7ЛА-әс) 
(A—1A)—Bi—(A—5)—B 
《A 一 B) 一 B| 一 (B>A)>A 
(A 一 B)~CF(A-C) 一 C е 

证 明 P 中 的 以 下 推理 关系 : 
C—sB—( TAA, ), (В —]Jc)—>A— TAA, 


2 Aa TETA C0), 7A, CTA AA, 


C- A TAA), B>A, 71В-әСІ-- TAA, 

—ID1(— Twm] aneen) 
Tiasence] mae Tc) 

—A—2A,, A—( Ah), 71 (77118,-5,)-В,, В,-ӘВ,, 
A Bi (ВА, ул, 

Ау Эв A (AA) AA В,-> 71В,, в,--В,,(В,-» 
TIBA А) АА, 


[8] В-(7ТА-с), c—— іс,, А918, B—A,, “BSB, IC 
(ADB)PA, 
[s] aasma NeT), А-9С|– —71(А-в)-А, 
[10] (A—>B)>C (CA) OA A) 
па ЖР 是 由 P 把 (一 ) 改 为 (一 +) 和 (一 一 -) me. ЕР 与 
Р. #0. 
11.5 ЖР, дн P 把 (一 ) 改 为 (一 一 -)( 一 一 +) 和 
2 Ав, вА 
三 条 而 得 . 证明 P 5 P, 等 价 。 
1,6 设 P, 是 由 P 把 (一 ) 改 为 (一 一 :) 和 
JJA, вА 
两 条 而 得 . 证 明 P 与 P, 等 价 . 
пл ЖР, 是 由 P 把 (一 ) 改 为 (一 一 -) 和 
A A 一 
А, ТАВ 
三 条 而 得 证明 P 与 P. 等 价 . 
пз ӘР 是 由 P 把 (一 ) 改 为 
TAA A 
A, “IAB 
两 条 而 得 . 证 明 P 与 P, 等 价 。. 
11,9 设 P, 是 由 P 把 (一 ) 改 为 т 
А, JAHE 
А 如 果 Г, А-В 
г, 7ЛАҺ-в 
Ж ree 
两 条 而 得 .证明 P УР, 等 价 . 
1110 设 Pu， 是 由 Pa 把 (一 +) 改 为 
A Ah A 
而 得 . 证 明 Pa 与 Ph Fit. 
11,11 ЯР, 是 由 Pu 把 (一 +) 改 为 
A= ПА|– ПА 
A, A 778 
两 条 而 得 证明 Pu 与 Pa 35. 
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11,12 证 明 在 P 中 如 果 rea, A)T, aa (特别 要 考虑 T 是 空 
序列 的 情形 ,这 时 就 是 要 证 : 如 果 —A, Ж ajA), 
поз 证 明 P 与 P, 等 价 (定理 1.6), 
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РМЕАЦЗШ БК ЧЛЕН. та ТЯ, 
жана Қ ыы -Төжітің Р Р" ERTSE PH 
多 三 个 命题 连接 词 , 即 合 取 词 A, 析 取 词 Y япар а) <, с, 
Р“ 的 形式 符号 包括 五 个 命题 连接 访 T A V 和 一， 一 个 无 
穷 序 列 的 命题 词 ,以 及 左 括号 [和 右 括 亏 -。 

P* 中 的 命题 词 也 都 是 命题 变 元 。 

“P”” 可 以 读 如 “P =>, 

P* 有 以 下 三 条 形成 规则 : 

120) 单独 一 个 命题 词 是 合式 公式 ， 

1200) 如 果 X 是 合式 公式 , 则 了 1X PARAR. 

1200) ХТУ ААА, Ш IXA Y], IXVY], ІХ->Ү1, 
[XY] FARAR, 

象 在 P 中 一 样 ,我 们 根据 P* 的 形成 规则 定义 P* 的 合式 公 
式 ;并 且 : 也 象 在 P 了 中 一 样 ,我 们 可 以 陈述 在 P 的 合式 公式 中 合 
题 连 接 词 的 辖 域 的 定义 ，P* 中 合式 公式 的 结构 方面 的 位 质 ,以 及 
Ме P 中 公式 是 不 是 合式 公式 的 算法 ， 所 有 这 些 的 陈述 和 证 
明 , 都 留 给 读者 。 

ATE P 的 合式 公式 写 得 简单 醒 所 ,我们 仍 采 用 在 $10 中 
所 规定 的 使 用 点 号 ， 使 用 不 同形 状 的 括 叶 ,以 及 省 略 括号 等 方法 . 
此 外 ,我 们 还 把 P* 中 的 五 个 命 秆 连接 词 按 下 面 移 次 序 
п, д, М9. 
Ет ен НАНТ ЕНЕ». 所谓 有 更 
强 的 连接 力 ,就 相当 于 先 乘除 后 加 减 中 的 “ 先 "， 于 是 可 以 有 下 面 
WEARS A: - 

把 (AAB)VC 写作 AABV C; 
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抬 A 一 *(BVC) 写 作 A 一 >BVC; 


JE [CAA B) —» (ВМС) [СА = В) А А VB) 写作 
AAB—BVC—(CA—-B)A CAV B). 


P* 有 以 下 的 十 一 条 形式 推理 规则 : 


б) А, AA; 一 1 


G) ЯЙ TAA (А) 


WT—A А 
Ca) WRT, TASB, 一 B 
ЯГА 
СЛ-) АЛВГ-А, В 
(A+) А, В-АЛВ 
(VY-) 4 АС 
B—C 
WJ AV Bi—C 


(V+) A=AVB, BVA 


(>) A—B, A| 


Е-В 


Сэ») WRT, AB 
ШІГІ-А->В 


(=) A—B, A| 


8B 


A—B,B—A 


C) ЖГ, А 


| 一 B 


Т, B—A 

ШГІ-А-»В 

这 些 推理 规则 中 的 《@)，(r)，( 一 ); (一 >-) 和 (一 >+) 五 条 与 

P 中 相应 的 推理 规则 有 相同 的 形式 ,名 称 和 记号 ,但 由 于 P* Е P 
包括 更 多 的 符号 和 合式 公式 ,所 以 这 些 推理 规则 各 自 比 P 中 同名 
的 推理 规则 包括 更 多 的 内 容 。 例如 (->_), 在 P 和 P 中 写 出 来 


都 有 下 面 的 形式 ; 


А-+В, АВ 


但 是 根据 它 , 在 PHA 
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p> (9), pqr 
这 在 P* 中 也 是 成 立 的 ;而 在 P* 中 还 可 以 有 
р- (ЛҒ), pf 一 9Ar 

这 在 P 中 却 是 没有 的 ,因为 P 中 没有 入 这 个 符号 ,因而 没有 qr 
这 样 的 合式 公式 . 

凡 有 相同 形式 的 推理 规则 以 及 有 相同 形式 的 推理 关系 ， 它 们 
应 当 随 着 所 属 的 逻辑 演算 有 怎样 的 符号 而 包括 尽 可 能 多 的 内 容 。 

关于 ADAD V-V- яп С) 这 六 条 
新 的 推理 规则 的 涵义 ,我 们 作 以 下 的 说 明 . 

(入 -) 称 为 合 到 词 消去 律 ，(A+) 称 为 合 到 词 引 人 律 。 这 两 条 
推理 规则 的 涵义 是 清楚 的 。 

《V-) 称 为 析 取 词 消去 律 , 它 反映 演绎 推理 中 分 情形 证 明 的 规 
则 : 如 果 由 了 能 推出 C, 由 B 也 能 推出 C, 则 由 “4 或 B” 能 推出 
c. 例如 ,假设 在 平面 几何 中 已 经 证 明了 下 面 的 两 个 定理 
D 等 厦 三 角形 的 底 角 相等 . 
D 如 果 三 角形 中 两 边 不 等 , 则 所 对 的 角 不 等 ,天边 对 大 角 。 
现在 要 证 明 
3) 如 果 三 角形 中 两 角 不 等 , 则 所 对 的 边 不 等 ,大 角 对 大 边 。 
我 们 令 三 角形 POR 中 角 P, Q, R 所 对 的 边 分 别 是 p, 2, r. W 
么 3) 就 是 “如 果 角 P 大 于 О.Р Ка". ATE), 只 要 证 “如 
果 p 不 大 于 gq, 则 角 了 不 大 于 9”, 而 这 就 是 要 证 “如 果 ? 等 于 4 或 
者 ?小 于 g, 则 角 了 不 大 于 0”, 也 就 是 要 证 ， 
D 由 中 等 于 4 或 者 p 小 于 g” 能 推出 " 角 P 不 大 于 9”"。 . 
下 面 我 们 来 证 明 4)， 显 然 ,由 1) 和 2) 分 别 可 以 证 明 5) 和 6): 
5) hp ET PEEB AP RKF 0", 
O ШЛЕ ФЕННАРЖАҒЕЫО, ` 
于 是 ,由 5) 和 6), 根据 分 情形 证 明 的 规则 ,就 证 明了 4). 
(V4 称 为 析 环 词 引 人 律 ， 它 反映 演 经 推理 中 这 样 的 规则 :由 
4 能 推出 它 和 任何 命题 了 所 构成 的 命题 “4 R BRB R A”. 

С) 称 为 等 值 词 消去 律 ， 它 反映 演 经 推理 中 这 样 的 规则 : 
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T 


НАА ан В НЕТ — ВЕЕ Н E — Т. 

Cep 称 为 等 值 词 引 人 律 ， 它 反观 演绎 淮 理 中 这 样 的 规则 ; 
如 果 在 一 定 钨 前 提 (相当 于 『》 下 ,加 进 两 个 命题 中 的 任何 一 个 作 
жай, ЕН - ЕЕЕ Ga ТГ, А-В AT, B 
А) ,那么 在 原来 的 就 湿 下 ,这 两 个 命题 是 等 价 的 . 

、 P* 的 形式 推理 规则 也 同 的 形式 控 理 规则 一 样 。 可 以 分 为 
Б, Ж-Е СӨ, A-D СА 6), СМ), 90, C>- Ж 
Ж, 它们 都 吉 接 生成 P 中 的 形式 堆 理 关系 ， 第 二 类 包括 《Cr》、 
CD, (V), C+), Сез) 五 条 :应 用 它们 能 由 已 经 生成 的 形式 

P 中 的 形式 推理 关系 也 是 根据 形式 推 王 规 则 定义 的 ,情况 和 
P 中 的 相同 ,我 们 不 再 陈述 。 

ATS : 
Г--а-аГЕ-АЯҢ АГ 
当 AHB 成 立时 ,A 和 和 B 称 为 等 值 公式 , REHAN E (形式 
HSE. 

定理 12.1 在 P* 中 , Г, А-С 并 及 Г, Bec, WT, 
ANB=—C, 

_ 证 如 果 工 是 空 序列 , 则 本 定理 就 是 《VY-); 否则 , ФТ 

An ttt An, 定理 可 以 证 明 如 下 : 


(1) А, ctt An, АБС Hu 

(2) A, А, "А.-С 由 CD 

(3) А-А, > (AC (A.C... (2) 多 次 使 用 
С.) 


G) BEA > (а-ы AC )) PICS) 
(5) АМ ВААС... СА) D GCN -Y 
Сб AVB AA > Ce (A.C). (5060-9) 


со 
2 (7) AVB, А, +t, A-C 512) 
708) А. Aa АУВЕ-С 由 C7) 1 
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定理 12.1 包括 (V -) 作 为 特例 ， 在 形式 证 明 中 经 常 要 用 到 的 


是 定理 12.1 
们 也 称 定理 


而 不 是 《V -)， 因 此 当 不 需要 指明 它们 的 区 别 时 , 我 
12.1 为 析 取 词 消 去 律 , 并 记 作 “CV >”, 


定理 12.2 Р". 


u] 
021 
131 
[4] 
[5] 
161 
121 
118) 


АЛАНА 

АЛ ВЛА 《 合 取 词 交换 律 ) 
《AAB)ACHHAA (BAC》〔 合 取 词 结合 律 》 
AAB —KA——B) 

CA ABHA >B 

А = ВА А TIB) 

(А = В ЧАЛ В 

ХАЛТА) СЕЖЕ) 


我 们 选 证 53], 141, [6] #1181. 


18131 
O) 
о) 
G> 
169) 
ҜӘ) 
(6) 
с> 


先 证 从 左 到 右 部 分 : 
САЛБУАС 

AAB ахл- 

А 《2 并 大 -》 

в 同上 

с 69:19199] 
BAC ХАЛ 
AACBAC) GEXA) 


[3] 的 从 右 到 左 部 分 ,证 明 是 类 似 的 ， 


证 [4] 
O) 
《2) 
G) 
©) 
(5) 
(6) 


. 78+. 


先 证 从 左 到 右 部 分 : 
АЛВ 
A— B 
A 《DCA-) > 
B 同上 
TB GX=>-) 
— AB) (DOTU) 


其 次 证 从 右 到 左 部 分 . 
(7) A=B) 


(8) A Сту 11.4651 
(9) 7171В 《7 定理 11.4[6] 
ао В өхтт) 
《11) AAB BOCA) 
证 [6] 先 证 从 左 到 右 部 分 : 
а) А-Б 
с> AMTB 
(3) А GXA- 
《47 =B (2XA-) 
(5) B (D3)C—>-~) 
(6) KANTB) GATA) 
其 次 还 认 右 到 去 部 分 : 
G> AAATIB) 
(<) А 
《97 тв 
(10) Адтв (8л) 
ао в G0X7X 3) 
(12) А-В 1х) 
证 [8] (D АЛАТА 
(2 А (CDA. 
G) A CIXA-) 
G> ТАЛА) MBGA 
HRC V -3 证 明 
T, AVB—C 
时 ,可 以 把 付 形 证 明 写 成 下 面 的 形式 ， 
(CD r 
(2) А 
G> c 《IC2) 假 设 


... 


Oo B 


е)! с ORE 
《6) AVB 
со с 2 GX 
定理 12.3 Р": 

[1] АУАНЧА 


12] AVBHBVA QE 038896) ` 
13] (AVB)VCHH4VCBVC) СРЕО) 
Ф -Et лува сэ в 
w 1 
Ұ 451 л 284 avas ` 
[6] avna СФ) 


我 们 选 王 [2]: [41 和 [6]. 
证 [2] ЕМЕ: 
69) A А 
0) BVA (DOV 
(3) B 
GQ) BVA GX V.) 
G) AVB 
(6) ВУА QXV -) . 


[2] 的 从 右 到 左 部 分 ,证 明 是 类 似 的 ， 
证 [4] 先 证 从 左 到 右 部 分 ; 


69) A 

(69) А-В (уе 12131 

G) B 

с) та->В G3) 肖 定 后 件 律 

(5) AVB 

(6) TA—>B CCN-) 
其 次 证 从 在 到 左 部 分 : 

(7) ПА +В 

(8) (AVB) 


2. 


9) ТА 


(10) в G09)X—-_ 
ар AVB СУ.) 
ао А aD 
аз AVB G2X V+) 
(14) AVB a38) 
证 [6] 
ер) “C(A VTA) 7 
(2) A 
G> AVTA QXV) 
(4) ТА ох 
Ө) АУЛА аху, 
(6) AVTA 6A) Н 
根据 合 取 词 结合 律 (定理 12.2[3]), 在 合式 公式 
АЛЛА, 


中 ,无 论 怎样 规定 这 些 合 取 词 的 先后 使 用 的 次 序 5 即 无 论 怎样 规定 
它们 的 连接 力 的 强 吉 ), 所 得 到 的 合式 公式 都 是 等 值 的 。 因 此 这 个 
合式 公式 中 的 括号 可 以 全 部 省 略 不 写 。 又 根据 合 取 词 交换 律 GE 
З 12.221), ERAR A.A... AA, 中 As A. 的 次 序 而 得 
的 公式 ,部 是 与 原 公 式 等 值 的 . 
析 取 词 也 满足 结合 律 和 交换 律 (定理 12.3[3] 和 [21), 故 也 有 
ЖР. ` 
定理 12.4 Р". 
МПР "AADHATAY TB 
[2] -ҚАУВУ-ІТАЛ -ks 摩尔 根 律 7 
5431 КОЛО KADA VC YE 
[4] (AAB)VCHHCAVCYA CBVC)1 的 分 配 律 》 


1) А. DeMorgen. 
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АЛСВУОЛ-КАЛЮУСАЛО), 
(AVB)ACHACAACIV AO) 


《A 对 于 V 
的 分 配 律 》 


[8] 


[91 
[10] 


A—>BACHCA—>B)ACA >C) (ЭЖ Л 4 


分 配 律 ) 


А--ВУС-СА->В)У(А->С) 〈 一 对 于 V 的 左 


分 配 律 》 


AAB— СКА ~» COV CB—C) 
АУВ--СІ-АСА-> OMB=C) 


我 们 选 证 [1], [3], [7] 和 [9]。 


证 [11 
证 [31 先 证 从 左 到 右 部 分 : 
a) АМ(ВЛО) 
Q) ПА ВАС 
(3) TA 
a) BAC 
(5) В 
(60) TA—B 
(7) AVB 
(8) АУС 
(9) САУВОЛСАУСУ 
其 次 证 从 右 到 左 部 分 : 
a0) (CAVB)ACAVC7 


ар “TA 
a2) AVB 
(13) ПА > В 
а) в 

аз) с 

(16) ВАС 


(17) ТА ВАС 
(18) AVCBAC) 


» 82 + 


[1] 可 由 定理 12.2[5] 和 定理 12.3[5] 得 到 。 


《1) 定 理 12.3[41 


G)GX—-) 
(CA-) 
(62769) 

《6) 定 理 12.3[4] 
107) 

DGX A) 


aX A-) 

《12) 定 理 12.3[4] 
азуха2х->-2 
同 (14) 
16596521659) 
авХ--2 
СІЕЯ 123141 


амиа 


证 [7] 先 证 从 左 到 右 部 分 : 


(1) A—BAC 
е») А 
G) BAC 
a) B 
(5) А-В 
《6) А-С 
(7) (A— BAG — С) 
次 证 从 右 到 左 部 分 : 
(8) (A > BACA >C) 
(99 А 
(10) А >В 
ар B 
(12) с 
аз) BAC 
(14) А->ВАС 
证 [9] 先 证 从 左 到 右 部 分 : 
(0 AAB—C 
о) (А> 0) 
G) B 
Oo A 
6) AAB 
G) c 
(7) B>C 


(692691659) 
(3А 2) 
(X>) 

同 (5) 
IEKA +) 


《8)CA-》 - 
61020906) 

AD 

QDADAD 
(3X) 


QEM 11.415] 
GOGXA.) 
66609) 
OS) 


(8) "ҠА--О)->(В-О) OOO 


(9) (А->С)У(В->С) 


其 次 证 从 右 到 左 部 分 : 
` (10) АС 
ар AAB 


a2) А 


(825538 12.3[4] 


aD- 


... 


(аз) с CO CY 
с ААВС (4%%-,) 
c15) E—C 
C16) АЛВ-С (21909) 
а») СА э С)убв->с) 
(18) ААВ-С (142616063) 11 
定理 12.5 Р". 
[t] А--Б|р-А-»В,В--А. 
[2] A,Bi—A—B 
“ЗІ Asma} R 
[4] АВ, BC Ace Саая ЕФ) 
[5] ABBA (ERR 
[6] ABHA 78 
[71 ABH TAB 
8] A——B|—(A—B5 
[9] ABHA В) Л CAV IB) 
110] A—*B-—-AABV ЗАА TB 
. 1 (ASB) ес ЧА (вес) (等 值 词 结合 律 7 
“121 | САВ) V(A— TB) 
我 们 选 证 [3], [8] 和 [123. 
МЕЗІ (1) АА 
о> А 
‚Ө —A (DG) 
CD ТА CD 
(5) A (9169609) 一 
Св) B, бәсе 112111 
证 [8] 先 证 从 去 到 右 部 分 : 
U) AmB 
G) A—*B 
[69] “B 
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(62) А 00630-0 


G) в A) 
Ө; В CGC 

с> А CD 
Ө; тв але. 
02 -(А->8) LOT) 


其 次 证 从 右 到 左 部 分 : 
(9) (AB) 


(112 Á 
із) B 

G32 AB (1IDC02)3[21 

С.а) тв CUDA 
652 тів 

а6) та 

(17) —A——B (16201512) 

(18) 及 < 了 (173[6] 

(19) А aa) 

20) А-әз1ІВ ODAS) 
证 [121 Й 

(CD А-В 

(2) (aB) САВ) GX.) ` 

G) TAB) 

со AmB (32181 

(5) САВ) (А+ 18) ахуә ~ 

(6) AB) VOCAB) 排 中 律 

(9) (GAB) V(A——B) wEV- П 
иң а ЗИ ЖИ ні ЕЕЕ ОАШНЯ, METAK 

хн НЖЖ. 

类 似 于 由 PRA Pa P* 也 可 议 改 为 PE, 它 是 由 P* 拱 其 中 


B СА), (A. (Ya С), 《< >-) 五 条 分 别 改 为 下 面 


4. 


[A-] DAAB 


THA, B 
LAA IAB 
. AAB 
[V+] TA 


Г--АУВ, BYA 
[—.1 Г-А->В,А 


TH—B 
[=] ГЕ-А <В, А, TH-Ae*B,B 
г-в ° THA 


HEL (OME. P* 和 РУ 有 相同 的 符号 ,形成 规则 ,和 合式 公 
A. Ре 和 PF 是 等 价 的 . 
定理 12.6 P*.TL—A, 当 且 公 当 , PTA. |1 
与 P* 相应 的 海 丁 系统 Pr 和 极 小 系统 Pš. пан P ER 
PECONI RERA НА PSS SIM, 526 
ВР 构造 Pa 和 Px 时 的 做 法 相同 , 即 由 P* 把 《一 ) 改 为 《一 +)》 
和 
` A, тар-в 
得 到 PA P* 把 (一 ) 改 为 ODEA PA. P* 的 其 他 推理 规则 
在 Pš ЖР 中 都 不 改变 于 是 就 有 
PS: TH—A—>P*.; TA 
Pš: TA ==> PA; TA 
像 我 们 在 $ 11 те арыз АЕО ІР 
` 辑 的 不 同 之 处 在 于 把 反 证 律 "一 ) 作 程度 不 同 的 减弱 在 非 古 典 系 ， 
统 中 ,是 不 许可 重 反 律 ( 一 一 -): 
TAA 
的 无 限制 使 用 的 .在 Ps 和 Pu 中 ,这 里 是 在 Ра 和 Pš H, С 
п) 都 是 不 成 立 的 。 这 是 对 于 谷 定 词 作用 的 限制 ， 除 此 之 外 ,在 
非 古 典 系统 中 也 否认 排 中 律 ; 
AVA 
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МЕНМЕН, Р 55 Ри 的 关系 可 以 看 作 正 好 表现 在 РРА 
多 了 一 条 排 中 律 . 这 一 事 卖 可 以 表述 为 下 面 的 定理 ， 

定理 12.7 设 P AH: Pš Ж СНР. ЖАР” A pr 
等 价 。| 

习 题 

12.1 证 定理 12.3[5] 和 定理 12.“[5]s 181, [101. 

із 证 定理 12.4[3] [5]. Б ЖЫННАН А, 

12.3 证 定理 12.5[2]s [4], 151 171: 515110151181. 

12.4 证 明 P+ 的 以 下 推理 关系 : 

[1] АУБ--(А-Өз)-в . 

[2] слу (TASA), KBA 1А), БУ С ПАА, 

[s] ву(А-с), "ЛА, —KCAAD0— AV "ТА, 

ІЗІ A<—5, сел, AA CEBA A, 

ІЗІ AHA A Bue 

[5] 2-08-50) B4B A (АА A C) 

Ü) aeaee aee 

12.5 证 定理 12.7，- 


513 РР Ж 


PA P* КЖ, ЗЕЛА HB Bn. 

一 方面 ,P 是 P* 的 子 系统 .这 是 说 ,P 的 形式 符号 和 形成 规 
则 在 P зану, ЕЕ P 的 合式 公式 包含 在 P 的 合式 公式 
之 中 ; P 的 形式 推理 规则 在 P* 中 也 都 是 有 的 , 因此 P 的 形式 推 
理 关系 包含 在 P" 的 形式 推理 关系 之 中 :这 就 是 

Р: FASP*; TA 

另 一 方面 , BRE P 中 没有 A, V, ЫЗ ЕВ, 因此 
P 中 的 合式 公式 ААВ, AVB, ABERE Р 中 的 合式 公式 。 
但 是 我 们 可 以 在 P 中 引进 关于 ААВ, AVB, AB 的 定义 , 使 
得 P* 中 的 台式 公公 都 成 为 P 的 某 种 合式 公式 的 另 一 种 写法 ,并 
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县 能 由 此 证 明 ,P* ТЕР ИЕ au jer P 中 都 是 有 的 ,因此 
Р" 中 的 所 有 形式 推理 关系 ,在 P 中 也 者 是 有 的 ( 风 定理 13.1)， 
# P 中 作 以 下 的 定义 ， 
定义 13. ГОЛ) [AAB] = 7А 18] 
~= DCV) [AVB] =а TA В 
ГрСе>) [A—>B]=a[[A—BIA[B— АЛ 
= [A > BI NB 
—>A]] 
A1 E P 中 引进 定义 13.1 之 后 我 们 可 以 根据 它 把 一 些 公 
式 写成 更 为 简化 的 形式 .例如 
со Ц-Ч(р--ф->1(а->р21--71-(4->гу 
>r gl p 
可 以 把 其 中 的 
fp 一 9 一 人 Xda 一 p)] Ят 1069 >> > Dl 
#18 DC 写成 


р<*а 利 q< 
由 之 上 ?可 以 写成 
0) 一 [Ge 一 四 一 下 (97] > (—r p) 
HRE DCA)， 可 以 改写 (2) 的 前 御 , 福 到 
G) Фр) А Са) Cr р) 
(3) 又 可 以 根据 DCV) 改写 其 后 件 ,得 至 
Oo) Сре) Л Сат) — r Vp, 
所 以 ,在 P 中 使 用 了 定义 13,1 之 后 ,C1) 可 以 简写 为 (4)。 
A2 在 P 中 有 7 
А + В Вә 7А 
“1А->-В,ВІ--А 
ПА 一 Al 一 和 
A— B, “A > B—B 
—[ —(A——B)->—C]-—A——_(B——1C) 
车 使 用 定义 13.1, 它 们 可 以 写成 以 下 的 形式 


. 83>» 


A—>BF—BV TA 
AVTB, B—A 
АУАН-А 
АВ, AVBI—B 
САЛ БУЛ СЬ-А->ВАС 
定理 33-f 在 卫 中 引进 定义 DCA) DCV), DC) Ji, 9] 
Дір P* 茶 所 有 推理 规 巾 ,因而 可 以 证 明 P* 的 所 有 推理 关 
系 。 
证 要 求 在 P 中 引进 DCA), DC V), DC) 后 证 明 的 P* 
的 推理 规则 是 A), САМ» СМ, (VD C— Са) 
条 .这些 推 理 规则 , 根 乌 引 堆 的 定义 ,就 是 下 面 的 [1] 一 [5]: 
П1 T07 A, BERKA- 
[2] А, BH 一 一 (A 一 > 一 B)( 即 (As 
[3] WR Ace 
Bc 
R] АВЕС СҮ) 
[4 АБ-ТЛА-эВ, —B—A CECY 
[5] — [(A—)—>—1(8—>A)], АР-В 
-“ЧІСА->В8)->-Қ8-->4)!, BA СЕС) 
[6] ЖГ, AB 
Г, BA 
UC CAB) B—>A)] CECI) 
下 面 我 们 分 别 证 明 . 
证 [11 (1) aanb 


(2) А CEM 11.4151 

G) -+B 《D 定 理 11.4[6] 

G B стт.) 
证 [2] G) А 

со в 

о» А-В 


...- 


O ТЕ BX- 


G) —(A— B CHO 
证 [3] (1) .一 A 一 >B 
со тс 
G) А 
со с GBR 
《5) ТА ауахтә 
б6) B QD) 
с> с (ODR 
C8) c DO 
证 [41 由 定理 11.2[1] 和 定理 11.1[2]. 
证 [5] 先 证 第 一 部 分 : 
(1) 了 [CA 一 =B) 一 > 一 (B- 一 "47] 
Q) A 
G> A—B 《D 定 理 11.4[51 
《人 в (300)С—*) 
”其 次 证 第 二 部 分 : 
G) 7КА-В)-->7(В->А21 
9) в 
G) 71708-5) | (5) 定 理 11,4E6] 
(8) ВА aon- 
o) А (8)C6)(—>-) 
iie] 
a) r 
(2) А ` 
(3) в соо 
СЮ А-В ах--Ә 
(5) В->А BIG) 
(6) СА)» BA] EN 


жаза E WE 
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P*: TISA 
ЖН, ET 和 A 中 拒 由 A, Vs — 构成 的 部 分 合式 公式 根据 
DCAD; DCV), DC) 予以 在 除 ,从 而 得 到 P 中 的 U, 和 Ау, 
ARA 


P.T.—A, 
ӨЗ 在 P* 中 有 以 下 的 推 悍 关系 : 
a) AA BIS BAA 
C2) (AVE ЗАА B 
(з) AmB (AB) 


在 ?中 ,根据 ОСА), DC V), DE), 可 以 把 (1), (2), (3) 分 
WAE 


C4) —(A——B)-— —1(8-» 7А) 

Ө) СПА > DE 7167497118) 

(6) LAB >na > Aleana — В) 
>B ж AD] 


T U) 《5), (6) 都 是 p Н Ж, 

P 的 符号 中 包括 一 。A ，V，-，*> 五 个 命题 连接 词 ，P 
的 符号 中 只 有 一 和 一 两 个 命定 连接 词 。 对 于 P 来 说 , А, У, <> 
是 由 一 和 -> 通过 定义 DCA) РСМ), DC 引进 的 ,或 者 简单 
地 说 ,是 由 一 和 一 定义 出 的 ， 在 获 辑 注 算 中 ,原来 就 包括 在 它 的 符 
号 之 中 的 逻辑 词 称 为 原始 过 辑 词 ， 由 定义 引 进 的 逻辑 词 称 为 被 定 
义 的 逻辑 词 。 因 此 , 在 P 中 ,一 和 一 > 是 原始 逻辑 词 , 而 入 。V 和 
一 > 出 是 被 定义 的 逻 缉 词 ， 

上 面 我 们 说 , A, Vo ЛЕР HERNED) DCV) 
DK- 一 》 被 引进 的 ,又 说 A。V， — # 卫 中 是 由 一 和 一 定义 出 
ВО. 这 些 说 法 都 是 为 了 说 话 方便 的 不 严格 的 简单 说 法 。 严格 地 
说 。 我 们 应 当 说 ，AAB，AYVB，A< >B 在 了 中 是 通过 DCAD 
DCV) DC) 被 引进 的 ， 或 者 说 AAB, AVB, A—B 在 了 中 
анте яе хн. ' 

命题 逻辑 的 原始 逻辑 词 不 一 定 是 一 和 -我 们 也 可 以 ,例如 ， 


... 


选择 一 和 A ,或 者 选择 一 利 V ,作为 原始 逻辑 词 ， 下 面 我 们 来 构造 


以 一 和 和 为 原始 闻 辑 词 的 命题 逻辑 РУ, 
жана ІРІҢ РУ, 

р^ 的 形式 符号 是 由 P 的 形式 符号 
P^ 的 形成 规则 也 是 
的 形式 推理 规则 是 由 了 的 形式 推理 规则 
两 条 换 为 CA -) 和 CA +) 而 得 . 

P 的 形式 符号 是 上 


H P 的 形成 规则 把 其 中 的 一 换 为 人 


H P 的 形式 符号 把 其 中 的 一 换 为 Vi 


以 及 以 一 和 V% 632 


巴 其 中 的 一 换 为 人 而 得 ; 
而 得 ; р^ 
фо (2) 和 (一 +) 


把 


而 得 ; 


PY 的 形成 规则 也 是 由 P 的 形成 规则 把 其 中 的 一 换 为 V 而 得 ; PV 


的 形式 推理 规则 是 由 P 的 形式 推理 规则 


把 其 中 的 《一 -》 和 (+ 


两 条 换 为 (Y DGR, CETE 12.1 而 不 是 原来 的 CY -), 因为 在 
PY 中 使 用 原来 的 CV -) 作 为 推理 规则 是 不 够 的 ) 和 (VY +) 而 得 。 


P^ 和 PY 的 形式 推理 规则 列 出 如 下 。 


P^ 的 形式 推理 规则 ; 
сө) Ao А.Ғ-А, G = 1, + 
G) ЯШ Г--АР-А(А Ж) 
HJ TA 
СО #HET,—A=—B,—B 
则 TAa 
СА) АЛБ-А.В 
CA) A, BAAB 
PY 的 形式 推理 规则 : 
G@ Ante, А.-А; GSI, 
G) WR Faka (А 不 空 ) 
则 [一 A 
СІ) Г, A-B, aB 
则 TH 一 A 
《V-) WRT, АС 
， Г, p—c 


RIT, AVB —C 
.%4. 


9) 


2...) 


СМ.) АҚ-АуВ,ВУА 
P* 和 P* 以 及 P* 和 Р" 的 关系 ,都 是 同 P ЯР" 的 关系 类 
似 的 。 这 就 是 , 一 方面 , P 和 PY 都 是 P* 的 子 系统 ; 另 一 方面 ， 
在 P` 和 PY 中 分 别 引进 革 些 定义 后 ,都 能 证 明 Р" 的 所 有 推理 
ХЖ. ZF P, M, P 这 三 个 命题 逻辑 , 它们 之 中 的 任何 一 个 元 
不 是 其 化 系统 的 子 系统 ,但 在 任何 一 个 系统 ( 们 如 P^) 中 引进 基 些 
定义 后 ， 可 以 证 明 其 他 系 绕 ( 例 如 P 和 卫 v) 的 所 有 准 理 关系 。 这 
些 将 通过 以 下 的 一 系列 定理 很 到 说 明 . 
由 定理 13.1 显然 有 下 面 两 个 推论 ， 
推论 13.2 在 也 中 引进 DCA) 后, 可 以 证 明 PA 的 所 有 推 
理 规则 ,因而 可 以 证 明 PA 的 所 有 推 更 关系，| 
推论 13.3 在 P 中 引进 DCV) 后 , 可 以 证 明 РУ 的 所 有 推 
理 规 则 ,因而 可 以 证 妥 PY ОРН ЕН Ж. || 
定义 13.2 DCV) [AVB] ==—A[—AAÀA nB] 
D>) [A >B]=a {AA TB] 
D>) [A—+B]=sl[A —> ВІА ІВ АЈ) 
ЧАА ТВ AT [BA 3 
АП И 
定理 13.4 在 PS 中 引进 DAV), D=), DAC) 后 ,可 
ДИЯР" 匠 所 有 推理 规则 ,因而 可 以 汪 明 Р* 的 所 有 推理 关系 . 
证 要 求 在 PA 中 引 直 DAC VD, DAC—), DAC) 后 证 明 
的 P* 的 维 理 规则 是 CV), CVa), C-s C), C), 
(<>. 六 条 ， 根 据 引 进 的 定义 ,它们 就 是 下 面 的 [1] 一 [6]: 
[1] 如 果 А--С 
‘Bce 
W KAA nDe (СУ) 
[21 АСАЛ 18), (ВА A) KCV» 
ІЗ! (АА 18), А-В 0С») 
[4] 如 果 T, А-В . 
则 Pe САЛ B CRE 
. 93. 


[5] САА TBA TEBA TA), AB 
(АА TBA УСВА TA)BA (NM) 
[6] АГ, АР-В, 
T, BA 
Д] П САА TB) Л CBA TIA) СЕС) 
TEARNASEA, ӘЖ, АСЕАНА А BEI T НЕЕ С), 


BÆ 112151, 这 是 容许 的 .因为 在 证 明 ( 一 +) 时 仅 用 到 СӨ» 
(т), CN 三 条 推理 规则 ( 见 $ 11 中 定理 11.2 后 面 的 说 明 )， 而 它 
们 都 是 P 中 所 有 的 
MED] СІЗ УСТАЛ тв) 
Ө! тс 
G> қ 
со с C3) 假设 
G> ТА UDT 
се тв mG) 
Do ТАЛ» GIGA Ð 
ау с MaX 
证 [2] 先 证 第 一 部 分 : 
С) А 
со AAB 
С) А GAD 
а) AAB) MDX 
[2] 的 第 二 部 分 ,证 明 是 类 似 的 ， 
3]. (1) АЛ B) 
со А 
G> =B 
G AAB . (DGA) 
е)! в O 
证 [4] O r 
о) AAB i 
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(3) А CA 
G) =B охһ-2 
G) B сос 
(6) (АЛ TB) EXAT 
证 [51 先 证 第 一 部 分 : 、 
Q) СААД 1В)А (ВАА) i 


Ө) А ` 
G) САД В) СОСАЛ 
Oo B (3202011 
55] 的 第 二 部 分 ,证 明 是 类 似 的 。 
证 [61 . 
G r 
Ө) А 
G) B Moit 
(4) GAB €3)14] 
(5) ABATA) 同 (4) 
(6) —GA BA GA тА) DGA- H 
由 定理 13.4 显然 有 下 面 的 推论 ， ` 


推论 13.5 在 P^ 中 引进 р^) 后 ,可 以 证 明 P 的 所 有 
推理 规则 , 因而 可 以 证 明 Р 的 所 有 推理 关系 。 上 外 
推论 13.6 ЖРА 中 引进 DACV) 后 ,可 以 证 明 РУ 的 所 有 
推理 规则 ,因而 可 以 证 明 РУ 的 所 有 推理 关系 。 | 外 
定义 13.3 DYCA) ' [AAB] -атізАУ-В1 
DV) [A—B]~al"AVB] 
DY) [A—*B]=a[[A— B] A[B—> A]] 
== [-[4AVB] V 一 
ІЛІВУАН 
ВПАВ] =al [TAA BIV {EAA BIT 
а [AVB] VIAV 
一 B]] 


.%. 


定理 13.7 在 PY 中 引进 DA, D>), DY( 一 ) 后 ,可 
以 证 明 P* 的 所 有 推理 规则 ,因而 可 以 证 明 P* 的 所 有 准 理 关系 , l| 
推论 13.8 在 PY 中 引进 рус) 后 , 可 以 证 明 Р 的 所 有 
推理 规则 ,因而 可 以 证 明 P 的 所 有 推理 关系 , Н 
_ 推论 13.9 在 P 中 引进 DOAN 后 ,可 以 证 明 Р^ 的 所 有 
推理 规则 ,因而 可 以 证 明 P^ 的 所 有 推理 关系 ,| 


习 т 


13.1 证 定理 13.7. 

13.2 在 PA 中 证 明 

B] “GA 1), (ВАС), TIAA 1С) TA 

R) КАЛ 16), HC BAC)A (AA TIA )] 
— (A BA TA] 

13.3 在 РУ 中 证 明 

[1] АУ(Вус), (АМС) VA, — (A VB) МА, 

[2] AvB, ""СУСТІВУ7А,), CAV TA) 
АУ) 

[3] HAV B, АУ (А, VB), A, VIB, ICV A, 
BVB ÍA, 
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前 面 所 构造 的 命题 逻辑 帮 包 含 否 定 词 。 在 本 节 中 我 们 要 构造 
两 个 不 包含 否定 词 的 命题 逻辑 P m P, 

我 们 先 构造 P, P 不 包含 否定 词 ， 但 包含 一 个 特殊 的 命题 
词 , 即 表示 假 命题 的 命题 常 元 《关于 命题 常 元 + 和 f АНЯ, 
绪论 中 的 $01)。P' 的 符号 包括 一 , 1, 一 个 无 穷 序列 的 命题 词 《 命 
题 变 元 ), 以 及 左 括号 [ 和 右 括号 ] 。 

P 有 下 面 两 条 形成 规则 : 
MG) 单独 一 个 命题 词 (包括 f) 是 合式 公式 . 
мо) MR X, Y ZARAR M [X -> Y] 是 合式 公式 ， 
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P' ЖЕНДІ СӨ), G), С»), C 以 及 下 面 的 〈D 
共 五 条 : А 

С) СА УН-А 

P 的 合式 公式 ,形式 推理 关系 等 硫 念 ,都 留 给 读者 去 定义 ， 下 
面 我们 来 讨论 P 和 P 的 关系 . 

P 不 包含 一 , 但 在 P RJA, META 看 作 Pi 中 
基 种 合式 公式 的 另 一 种 写法 ， 我 们 也 可 以 在 了 中 定义 + 和 t 
定义 141 гр(-) —A=a[A =) 

DID t= i 
一 上 上 一 机 


定义 1422 DO) t= «Гр» p] 
рф = <t 
= á [p > р} 
中 ?是 任意 特定 的 命题 词 . 
定理 14.1 在 P! 中 引进 DIO) 后 ,可 以 证 明 P 的 所 有 


理 规则 ,因而 可 以 证 明 P 的 所 有 推理 关系 
在 P 中 引进 ОФ 后 。 可 以 证 明 Р 的 所 有 推理 规则 , A 
可 以 证 明 - P! 的 所 有 推理 关系 . `, 
证 ERE P 中 引进 DK 一 》 后 证 明 的 了 的 推理 规则 只 
有 (一 0 一条。 根据 DK 一 ), 推 理 规则 (一 ) 就 是 
m T, A> ikB, B>} 
M TIA 
它 的 证 明和 如 下 : 
(1) T 
(2) А 
G) в Е 
G) вог 假设 


(5) i DGX- 
(6) (А6 9 G>) 
(7) А CP 
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要 求 在 Р 中 引进 DO) AESH P 的 推理 规则 只 有 H — 


条 - 根据 DCO, 推理 规则 Ср 就 是 


А = p> p) — {p > pa 


它 的 证 明 如 下 : 

С) А 70р p pp) 
《93》 ТА 
(10) А Cp р) (9) 否定 前 忻 律 
си? 0р р) DGX- 
《12) р->р 白 同 一 律 
(13) A G2X01X ЕРДІ 

定理 14.1 ЙИЯРЖІР 有 着 类 做 于 P, P, PY 之 全 的 关系 . 


我 们 留 给 读者 去 陈述 并 证 明 P 和 Р", Р^, РУ 之 闻 的 关系 . 
在 命 古 逻辑 中 如 果 引 进 了 关于 + 和 上 的 定义 ， 下 面 的 定理 
14.2 灵 然 是 成 立 的 . 


定理 14.2 
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(11 
(21 
[3] 
141 
[5] 
161 
і?і 
(81 
[9] 
[101 
[111 
(121 
[131 
[14] 
[151 
(161 


Ft 
— f 
тані 
[nikt 
t> ft 
t> 
f— tt 
i> ft 
зч 
ПАНЧЕ 
ТАЧ 
РАЛЕ 
iht 
tvi-dHt 
ЫН шегі 
УІН 


《肯定 真 值 律 》 
(FERAE) 


гу] 
[18] 
(191 
(291 


14] 
= 
fe 


foi 


Ht 
mit 
Hf 
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定理 14.3 Р; (А 2 В) = AA (RRI R) 


证 (1) (A 一 8B) 一 A 


62) 
G) 
G) 
(5) А 


А-В 


ТА 


А 


(2) 否 定 前 件 律 
(1)(3)C—>-) 
WD I 


RIERA “C>. 这 是 一 条 仅 涉 及 蕴涵 词 的 推 
ЖЕЛІ. СГД TERECA (р qp, 
НеР бын (EER 14.3 КИЕН), 却 要 用 到 关于 检定 词 
ЖЕНІС), REAR, RACE, Сто, С), (D MRA 
MERRIER ЯСАЛ АО, За Ата н Р AAR 
和 《独立 性 问题 见 第 四 章 }。 HETE, 由 这 站 条 规 见 并 不 验证 明 


Br K tg aa AN 


AKR. 


令 P аиа АНЯ, Жа СӨ, со, 


(>, (>), (—) 
FOKE E AAA 


ЕЕ ЛІК ЕРЕ. 那么 , 所 有 能 证 
理 关系 ,就 都 能 在 P 中 证 明 《 参 考 第 四 章 
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下 医 我 们 亲 构 造 命题 逻辑 P, р 不 包含 常 用 的 命题 连接 词 
т, A, V, —, —, 也 不 包含 命题 常 元 1, 而 包含 一 个 称 为 谢 
жәке I 


电 谢 孕 竖 她 合式 公式 4 和 8 连接 起 来 ,得 到 合式 公式 
[AJB] 或 简写 作 A| B 


1) с. 5. Peirce, 
2) H. M. Sheffer, 
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它 芍 真 假 值 按 下 面 的 表 由 和 A 和 B 的 真 候 值 确定 : 
A B A|B 


t 
F 
上 
i 


P 的 符号 就 是 白 P 的 符号 招 其 中 的 一 和 一 换 为 | 而 得 .P! 有 
下 面 两 条 形成 规则 : 
мая) 单独 一 个 命题 词 是 合式 公式 ， 
Мат 如 果 X,Y 是 合式 公式 , 则 X|Y 是 合式 公式 ， 

P 有 五 条 推理 规则 , Вр Се), Cr) MATHERS CaCa 
Сә: А 

СЪ) САА) В, В-А 

С) АВ, BAIA 

С) WRT, ABIE 

ШІ--А|В 

. ”的 合式 公式 和 形式 推理 关系 等 概念 ,都 留 给 读者 去 定义 .下 
面 我 们 讨论 P 和 P ЖЖ. 

定义 143 рсе) ПА = #A|A 

р(-) А-В = а АЈСВ|В) 

定义 14.4 ЮС) А|В = «А > 18 И 

定理 144 在 Pi 中 引进 D) 和 DC->) 后 ,可 以 证 明 P 
的 所 有 推理 规则 ,因而 可 以 证 明 P 的 所 有 推理 关系 . 

在 P 中 引进 DC) 后 ,可 以 证 明 P' 的 入 有 推理 规则 ,办 而 
可 以 证 明 Р! 的 所 有 推理 关系 ,上 

在 $10 一 $14 中 我 们 构造 了 P, P*, P^, PY“, PL РЗ Ж 
列 的 命题 逻辑 ， 这 些 逐 辑 系统 在 前 面 讲 过 的 一 定 的 意义 ‘ 即 在 任 
何 一 个 系统 中 引进 适当 的 定义 后 ， 可 以 证 明 其 他 系统 中 的 推理 关 
系 ) 下 都 是 互相 等 价 的 ,因此 我 们 可 以 说 , 它们 都 是 命题 逻辑 的 不 
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局 的 的 造形 式 .例如 ,P* RAE р 5а ааа Е 
实质 上 P* 并 没 存 比 P 包含 更 多 的 内 容 ， 我 们 可 以 让 P 中 定义 
A, М, — 这 些 命题 连接 词 。 并 且 证 明 ,它们 在 Р" 中 所 具有 的 
性 项 都 能 在 P 中 得 到 反映 

这 些 命题 远 辑 中 的 合式 公式 都 是 白 命题 词 出 发 经 使 用 命题 
连接 词 构 址 的 ， 这 些 合式 公式 坟 表 示 的 复合 命题 具有 怎样 的 逻辑 
形式 > 都 是 可 以 分 析 清楚 的 但 是 复合 命题 的 最 后 的 支 命 题 , 即 简 
单 命题 ,有 怎样 的 大 部 千 构 即 这 辑 形式 ,这 在 命题 逻辑 中 是 不 加 以 
ЯҒЫ. 在 命题 逻辑 中 简单 命题 是 作为 不 加 分 析 的 获 体 被 著 虑 
的 ， 区 此 , 命题 淄 辑 研究 使 下 命题 连接 词 构 成 的 复合 命题 的 远 辑 
形式 , 以 及 复合 命题 之 可 的 推理 关系 。 命题 涩 辑 研 究 命 是 连接 词 
在 袍 成 揽 台 命题 以 及 在 淮 理 中 的 作用 . 

在 后 理 的 几 闻 中 我 们 将 要 构造 务 一 类 逻辑 演算 网 谓词 逻辑 。 
请 词 衣 辑 是 不 锯 在 命题 逻辑 扬 构 造 的 。 它 对 命题 旭 辑 作 了 实质 性 
BJP 38. 
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мл +£ P' фі: 

[І] «А-э8)-эс, САА 

[2] (A—B)—c, A—ci—c 

ІЗІ G—3)—Ca—A,, B>A, А-А, 

Јај АС, ВС, (А-эв)-э | -сС 

[5] А-эС,В-<, (В-А)-Ар-С 

[6] А,-Ва-эа(С-2,)-А, В-эа(С-әб,)--А, Аһ, СА 
14.2 ENEA 24.4. 
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H FEY 1) 和 和 2) 推出 3): 
414. 


1) 所 有 自然 数 都 有 大 于 它 的 素数 ， 

2) 2" 是 自然 数 . 

3) W 有 大 于 它 的 素数 . - 

这 是 一 个 正 械 的 推理 .我 们 来 研究 这 个 推理 中 前 提 和 结 沦 之 间 的 
形式 关系 。 为 此 。 要 分 析 1), 2), 3) AZERA. 1), 2); 37 6 
不 是 复 令 命 题 而 是 简单 命题 、 它们 是 不 同 的 简单 命题 , 我 们 分 别 
Bip; q; 5 表示 它们 ， 于 是 ,在 命题 逻辑 中 上 述 推理 用 示 为 

р, 9—1 
这 在 命题 逻辑 中 是 不 成 立 的 ,然而 上 面 的 推理 却 是 正确 的 。 问题 
在 于 ， 上 述 推 济 的 正确 性 依赖 于 其 中 前 提 和 结论 这 些 管 单 命题 内 
部 的 逻辑 形式 ,而 这 在 命题 逻辑 中 是 得 不 到 反映 的 。 因 此 ,必须 进 
一 步 分 折 人 简单 命题 的 逻辑 形式 ， 才 能 研究 上 面 这 种 推理 以 及 其 全 
推理 中 的 形式 关系 . 

МЖА ТІ ЕНЕ ҒОИ Еж 
PATERA MTA. 0—82 — ИЗ И іні 
EEDA Н Е АУЕ, ЧАЧЕ Наа Ва. 
ЖЕНЕ ЖАНЫ ТЫН ЛЕНИН. 

我 们 在 结论 C$ 02) 中 讲 过 一 类 具有 主语 和 谓语 的 肖 辑 形式 的 
命题 ， 例 如 以 下 的 命题: 


42 3 是 素数 
5) 3<4 
6) зд = 52 


在 4) 中 3 是 主语 , “是 素数 ” 是 谓语 : 在 5) 中 3 和 4 是 主语 , “小 

PRR Еб) фз, 4, 5 是 主语 ,“ 两 数 平方 和 等 于 第 三 数 平方 ” 

жн. ! А 
пяе жен Ape ВАННА Pla 


得 到 
= 证 素数 
х<у 
х<% 
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3<у 
+y m 
афу 
з у 52 
等 ,这 些 就 都 不 是 命题 ,它们 含有 变 元 , 它们 没有 真 假 值 .， 它们 是 
命题 函数 .。 命题 防 数 是 这 样 一 人 种 泡 数 , 当 以 个 体 代 人 其 中 的 变 元 
қ, 就 得 到 有 真 值 或 假 值 的 命题 ， 真 什 和 假 值 是 命题 沪 数 的 两 个 
可 能 的 信 ，。 ` 
如 果 对 命题 泡 数 关于 其 中 的 变 元 加 上 表示 论 域 中 全 部 个 体 的 
全 称 量词 或 表示 论 域 中 部 分 个 体 的 存在 量词 《关于 量词 的 说 明 见 
绪论 中 的 $01 和 $02), 例如 由 上 面 的 命题 函数 得 到 
А x, x 是 素数 
有 re 是 素数 
Ax, Ау, х <y) 
Ж», Ну, <у 
Ах, Бух <у 
Ж», Ry, <у 
Ах, х < 4 
Жу, 3 < 
Ax, R y, Rz, + yt = 
А.х, у, ffe, q t= а 
Ax, Ry. ety = = 
AR y, 33 + у = 52 
Ey + у= 5) 
等 ,这 些 就 又 都 是 命题 ,都 有 真 假 值 了 。 这 些 命题 中 的 变 元 , 由 于 
有 了 关于 它们 的 量词 , 就 已 经 被 约束 了 。 原来 命题 函数 中 的 没有 
被 约束 的 变 元 是 可 以 用 个 体 来 代 人 的 . 被 量词 约束 的 变 元 就 失去 
了 六 种 性 质 , 因而 可 以 说 不 再 是 变 元 了 。 如 果 对 命题 区 数 只 加 上 
关于 其 中 一 部 分 变 元 的 量词 ,例如 得 到 
` Ма,х<у 
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Eyr Ey 
А.х, Rys +y = z 
Жа, + = 
Ж х,а? + у= 52 

等 ,这 些 仍 然 都 是 命题 函数 ,因为 它们 仍 含 有 原来 意义 下 的 没有 被 
约束 的 变 元 . 
”谓词 逐 辑 研究 白 命 题 和 命题 函数 经 使 儿 命 题 堪 接 词 条 攻 词 构 
成 的 命题 的 逻辑 形 式 , 以及 它们 之 间 的 推理 关系 。 谓词 逻辑 是 以 
命题 逻辑 为 基础 ,并 包括 命题 适 辑 的 . : 

ЕТЕНЕ F 和 Е“. 

F SL F3P23SRESES. B- XERRI AtA 

тыл, V, 6.2, V,3 
第 二 类 形式 符号 是 个 体 词 ,第 三 类 形式 符 忆 是 谓词 ,第 四 类 形式 符 
号 是 结束 变 元 ,第 五 类 形式 符号 包括 五 个 技术 性 符号 
1.10,» > 

КЕН ИР ТАЛА НЕ R ple 505010 中 的 说 
明 . 

个 体 词 ,谓词 和 约克 变 元 都 有 各 自 的 字母 次 序 。 

在 陈述 F* 的 形成 规则 之 前 , 先 要 作 一 些 关 于 使 用 符号 区 规 - 
ж. 我 们 使 月 由 德 文 花 体 六 号 字母 S 构成 的 记号 
СИ 
表示 代 人 运算 . 设 是 一 个 符号 ,我们 令 
St] 

ЖИА ХАН АҮ ҚАЗ 的 所 有 出 现 之 处 而 得 的 公式 u 
不 一 定 在 X 中 出 现 、 当 “不 谨 XX 中 出 现 : 或 者 Y 就 是 " 时 ,显然 有 
- ех|=х I 

设 u, ú, 是 互 不 相同 的 符号 ,我 们 令 

ви» XI 
表示 在 和 中 以 Ұ,--.У, 同时 (注意 要 慑 时 代入, 不 能 尖 作 某 个 
ЖАУМЕН ОЯНА ш, ылы 的 所 有 出 现 之 处 而 
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НОА, ust us 不 一 定 在 X 中 出 现 . 8-1,2, n) 


不 在 和 中 出 现时 ， 
вүсих| = epg, ХІ 
ілері 
A = р (Tp — 7) 
В-р-а 
C=q>r 
则 有 


SIHA] = p > qr => Cp 0) > Mq >r) 
ӨЗА = ре>(ре->4) 


我 们 规定 ,可 以 把 公式 X 写作 


Х(ш, 5790). 


RR motto us 是 w 个 不 同 的 符号 ， 它们 都 在 X PD X (ott 
u) RHR. 于 是 ， 我 们 又 规定 ， 如 果 在 上 下 文中 先 出 现 了 


Xu +55 


> ts), 然后 出 现 XCY,, --- , Ү,), Н РЕНА, ВА 
XV, tta Ya) = ӨШ X Co, au) 


在 使 用 这 些 规定 时 ,其 中 的 和 并 不 是 任意 一 般 的 公式 ,而 只 包 
括 合式 公式 和 命题 形式 《谓词 逻辑 中 的 合式 公式 和 命题 形式 将 在 
本 节 中 定义 ), 或 者 项 和 项 形式 《它们 将 在 $ 17 REX). 规定 中 


Еш, 
里 都 暂时 
另外 


тош, 将 是 怎样 的 符号 , Ж... Y, 将 是 怎样 的 公式 ,这 
不 讲 , 将 来 具体 应 用 时 就 会 清楚 , 
还 需要 说 明 一 点 . 例如 XCa ,b), CREAR X, a 和 


都 在 其 中 出 现 ， XX 并 没有 具体 写 出 ,并 不 知道 X 是 怎样 的 公式 ,只 


NB x rh 
A Xa 


有 a 和 b 出 现 。 把 X 写 作 Xl, b) 正 是 为 了 表明 这 一 
>) 不 是 由 和 和 (a, b》 并 列 起 来 而 得 到 的 , XCa, b) 只 


是 为 了 表明 和 +b 在 X 中 出 现 而 采用 的 和 的 另 一 种 写法 . Ж 
XG, b) 和 具体 写 出 的 公式 ,例如 Fas b), 是 不 同 的 。FCa, b) 是 


由 了 和 (а, Б) 并 列 而 得 到 的 公式 , 它 是 一 个 具体 写 出 的 有 六 个 符 


BRAR. Xas b) 可 以 就 是 Fa b), 也 可 以 是 Оба, b, O), Ж 
者 是 Fea, b) VG(a, b, с) 等 ,这 样 ,根据 上 面 的 规定 ,XCy, z) 就 


410» 


分 别 是 FG, z), GG, z, с), F, 2) VGC, z, с), 

在 第 二 章 $ 23 中 ， 我 们 将 进一步 规定 ， 当 把 公式 和 写成 
Хақ, py un) 时 ，uG 1, 2 可 以 在 和 则 ХОц, 55 us) 
中 出 现 , 也 可 以 不 在 其 中 出 现 ， 

F* 有 以 下 四 条 形成 规则 : 

150) Еа, a) 是 合式 公式 . 

1500) 如 果 义 是 合式 公式 , 则 一 X 是 合式 公式 . 

1500) 如 果 和 和 站 是 合式 公式 , 则 [XAY]1, IXVY], (X — Y], 
[XY] 是 合式 公式 . 

I5Gv) 如 果 Ха) BARAR a 在 其 中 出 现 , x 不 在 其 中 出 
现 , 则 УХО), 3xXCx) 是 合式 公式 

在 F* 的 形式 符号 和 形成 规则 中 去 掉 人 ，V，*, 引 四 个 
逻辑 词 以 及 有 关 它们 的 部 分 ,就 得 到 F 的 形式 符号 和 形成 规则 。 

人 鲍 1 下 面 的 (1) 一 (6) 六 个 公式 , 根据 右 方 的 说 明 , 都 是 合式 


公式 : | 

GQ) FG, b) 1500 

(2) "а, b) GD315Gi 

(3) 3y FCa, у) (22156) 

G) GG) 150) 

G) ІзуттЕ(а, у) > G(a)] C3X04215Gi) 

(6) Мх[3у FC, y) > СО)! 652156») - 


15Giv》 中 的 两 个 条 任 “a 在 其 中 出 现 ”和 “x 不 在 其 中 出 现 ” 
都 是 不 可 缺少 的 .着 没有 “a 在 其 中 出 现 ”, 则 由 合式 公式 ХАЖ 
在 其 中 出 现 ) 使 用 15Civ) 可 得 到 KFO); 车 没有 “x 不 在 其 中 出 
现 ”, 则 由 合式 公式 IEG, x) (x 在 其 中 出 现 ) 使 用 15G) 可 得 到 
DIFC, x); 若 这 两 个 条 件 都 没有 ， 则 由 合式 公式 FCb) 可 得 到 
3xF(b), 再 由 3xF(b) 可 得 到 VxaxF(x); 然而 FO), 3x3zF(x, 
к), VRC) 都 不 是 合式 公式 。 

前 面 已 经 讲 过 , 本 书 中 的 谓 河 逻 辑 是 一 阶 逻 辑 ， 一 阶 逻 辑 中 
маны кенже, Би. 
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БТР Шаа OPERA KEN H 
S17), ДИ Иа vz (ВИН АЖ) 和 ax СЕЛК) 
的 个 体 量词 ， 在 二 阶 逻辑 里 , 除 此 之 外 还 包含 二 阶 谓词 ,二 阶 函数 
词 以 及 相应 的 二 阶 量词 。 更 高 阶 的 丈 辑 则 包含 更 高 阶 的 谓词 、 函 
数 词 和 量词 , 

在 本 书 中 , 我 们 往往 在 不 包含 A，V , 一 和 3 习 的 谓词 逻辑 的 
名 字 右上 角 基 加" 妨 号 ,以 表示 加 进 这 四 个 逻辑 词 而 得 到 的 谓词 逻 
辑 ， 例 如 由 下 得 到 F 后 面 还 有 这 种 情况 、 在 命题 逻辑 中 , P* 
EE P 中 加 进 Л, V 和 + 一 三 个 逻辑 词 (命题 逻辑 中 没有 量词 符 
号 ) 而 构成 的 . 

正 像 “P*” 可 以 读 作 “『P 星 ”一 样 ,“F*” 等 可 以 读 作 “下 星 ” 
ЕЗ : 

根据 F 和 F* 的 形成 规则 ,可 以 定义 它们 的 合式 公式 ， 可 以 
用 归纳 法 , 施 妇 纳 于 合式 公式 的 结构 证明 F 和 F* 中 的 合式 公式 
HARMER. 

F 和 F* 的 原子 公式 Flas trsa) Ф а, ttt Ж-Е 
是 互 不 相同 的 . 

前 面 说 过 的 关于 省 略 括号 的 各 种 规定 , 今后 仍 要 使 用 ， 当 使 
用 不 同形 式 的 括号 时 ,我 们 仍 可 使 用 括 弧 ,但 不 能 在 规定 使 用 括 弧 
的 地 方 改 用 其 他 括号 ， 例 如 ,不 能 把 原子 公式 F(a, t a,) 写 成 
Еа, ttt, a,], 也 不 能 把 YxACx》 写 成 YxA[x]. 

ЕЛІК 的 合式 公式 也 可 以 按照 复杂 的 程度 加 以 分 类 ,下 面 我 
们 来 定义 了 和 F* 的 第 # 层 合式 公式 

为 简单 起 见 ， 我 们 在 本 节 中 还 要 陈述 的 定义 和 定理 等 都 是 关 
于 F 的 . 读者 很 容易 根据 它们 来 陈述 F* 中 的 有 关内 容 . 

定义 15.1( 第 n BERAR) A 是 下 中 的 第 0 БӨЖ АЖ, 
当 且 仅 当 , A 是 原子 公式 。 

A 是 下 的 第 * 十 1 层 合式 公式 ， 当 且 仅 当 ，A 满足 以 下 的 
{11 一 [3 之 一 : 

[I] 有 第 * 层 合式 公式 B, 使 得 A = ТВ, 
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D] 有 第 * 宏 合式 公式 B 和 第 7 层 合式 公式 C, 使 得 A= 
[B— C], 并 且 ша(4,/)-». 
51 有 第 = BARAR BCa), 使 得 , a 在 其 中 出 现 , x 不 
在 其 中 出 现 ,并 且 А 一 YB). 
定理 15.1 Z F rh, 任何 А, Я», RAER n BERA 
R. Il . 
定义 15.2 《命题 形式 ) 如 果 不 辣 的 个 体 词 ma …，as 在 合式 
公式 Ala, tsan) 中 出 现 , 不 同 的 约束 变 元 ж”, 不 在 其 
中 出 现 , 则 AC, -…, x.) 是 二 元 命题 形式 、 
任何 ”元 命题 形式 统称 为 命题 形式 . 
零 元 命题 形式 就 是 合式 公式 。 
如 果 Alas a.) 是 原 于 公式 ， 则 命题 形式 AG, ttt, x.) 
称 为 原子 命题 形式 . 原子 命题 形式 也 称 为 原子 公式 ， 因 此 和 
F* 中 的 原子 公式 是 有 а, +5, а) 形式 的 公式 ,其 中 的 ma， …， 
а, 是 个 体 词 或 约束 变 元 . 
例 2 Fla, а) —> GCass а, з) 和 ЭХ[Е(а, х) — VyH(b, с, 
N) 都 是 零 元 命题 形式 , 即 合式 公式 . 
_ FCa, х) — С(а, b, c), Ва, x) -> С(а, b, х), Е(х, ху->С(х, 
x, x) 和 Эх[Е(х, у) > VzG(a, x, z)] 都 是 一 元 命题 形式 . 
Іа, x) 一 GCa, y, bD), F(x, y) =» G(a, yay) 和 3x[F(x, у)» 
VaGla, x, z)] 都 是 二 元 命题 形式 。 
Gla, b,c) 是 零 元 原子 命题 形式 . 
Оба, b, x), GCa, x, x) 和 GCx, x, х) 都 是 一 元 原子 命题 形 
ж. 
Gla, х,у) 和 С(х, x, y) 都 是 二 元 原子 命题 形式 . 
我 们 来 说 明 KIF, у) 一 Vx,G(x, х, 2)] 是 二 元 命题 形式 ， 
考虑 合式 公式 4A 即 3x[FCx, а) — Vx,GGz, x, b)], š 和 b 在 其 中 
出 现 , 了 和 z 不 在 其 中 出 现 ,而 SRA 就 是 所 给 的 公式 ， 故 所 给 的 
公式 是 二 元 命题 形式 . 
在 合式 公式 中 ,如 果 * 出 现 , 则 必 有 Ух 或 Эх 出 现 ， 但 在 命 
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是 形式 中 ,可 以 z 剖 现 而 Ух 和 а ЖЫ 
定义 15.3 《未 经 约束 的 约束 变 元 ) 约束 变 元 * 是 命题 形式 
中 的 未 经 约束 的 约束 变 元 ， 当 习 仅 当 ， x 在 这 个 命题 形式 中 出 现 
而 Y: 和 ax 都 不 在 其 中 总 现 ， 
根据 定义 15.2.3, 一 个 命题 形式 是 = 元 的 。 当 且 仅 当 。 其 中 有 
个 不 同 的 未 经 约束 的 约束 要 元 ， 当 > 一 0 时 , 零 元 命题 形式 就 
是 合式 公式 区 合式 公式 是 命题 形式 的 待 正 刁 形 。 
我 们 在 $ 中 兽 规定 令 А, B, СОТ) ЖА 
式 公式 .现在 我 们 也 令 А,В,С 等 是 任意 的 命 县 形式 ,但 是 当 它 
们 是 命题 形式 时 ,一 般 是 要 加 以 说 明 的 。 
таи атов, 再 由 之 定 ， 
ХНК. 我 们 也 可 以 先 列 出 命题 形式 的 形成 规则 ， 
根据 它们 定义 命题 形式 ,再 由 之 定义 合式 公式 。 
我 们 规定 , 当 说 * 不 在 某 个 公式 中 约束 村 , 那 就 是 说 x 在 其 中 
是 未 经 约束 的 ,或 者 * 根 本 不 在 其 中 出 现 . 
现在 列 出 F 中 关于 命题 形式 的 匹 条 形成 规则 ; 
IG] Pa, O, a) 是 命题 形式 《 原 于 命题 形式 ), 其 中 的 
ЕРГЕ ЕТЕ 
ііі MRX EREE, MTX 是 命题 形式 ， 
Il 如 果 X 和 Y 是 命题 形式 ，X 中 的 未 经 约束 的 约束 变 元 不 
在 Y 中 约束 ，Y 中 的 夫 经 约 真 的 约 来 变 元 不 在 X 中 约束 ， 
则 [X 一 Y] 是 命题 形式 . 
15019] 如 果 X 是 命题 形式 , x 是 其 中 的 未 经 约束 的 约束 变 元 , W 
vX 是 命题 形式 . 
ЖАНА 《命题 形式 ,合式 公式 ) карни, м 
且 仅 当 ,X 占 命题 形式 的 形 或 规则 15[] 一 15[i] ÆR. 
下 中 的 合式 公式 是 中 这 样 的 命题 形式 ,在 其 中 不 出 更 未 经 
约束 的 约束 变 元 . i 
可 以 秋明 ,前 本 根据 15GD 一 15Civ) 定义 多 合式 公式 和 和 根 泥 定 
X 152 定义 的 命题 形式 都 可 以 让 命题 形式 的 形成 规则 生成 。 
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定理 15.2 F 中 的 任何 合式 公式 (由 15G) 一 15Giv) EX) 都 
可 以 由 命题 形式 的 形成 规则 15[i] 一 15Iiv] ÆR. 

证 施 归 纳 于 合式 公式 A 的 结构 . 

ЖШ: A 是 原子 公式 ，A 即 由 1511] ÆR, 

归纳 A 是 TB R B — C 或 VBG). 1 А = 718, Ш 
钠 假设 , 8 已 由 命题 形式 的 形成 规则 生成 ;由 了 经 使 用 15[i] 就 生 
成 В. 设 A = [B — C], 由 归纳 假设 ,已 生成 B 和 С; 经 使 用 15 
Gi] 就 生成 [B 一 C]. 设 a 在 BCa》 中 出 现 , x 不 在 Ba) 中 出 
现 ,而 А = YxBCx), 又 设 В(а) 已 经 生成 ， 在 生成 Қа) 的 公式 
序列 中 以 x 代入 a 的 所 有 出 现 之 处 ， 这 样 得 到 的 公式 序列 就 生成 
В(х). H BCx) 经 使 用 15[iv] 就 生成 YBa). 

由 大 给 和 归纳 ,就 证 明了 本 定理 。 手 

定 捍 15.3 下 中 的 任何 命题 形式 (由 定义 15.2 定义 ) 都 可 以 由 
命题 形式 的 形成 规则 生成 

证 设 А(х, tsx) Es 元 命题 形式 根据 定义 15.2, 有 
合式 公式 Аба» tta ands аз …，an 在 其 中 出 现 , xu, 0, x, 不 
在 其 中 出 现 ,而 

. AÇ. `", x.) = бұл Аба» 95» 8,21 

由 定理 15.2, Alas +," а,) НИН 1511-1591 ÆR. EER 
Аба» Са) 的 公式 序列 中 以 қ» ,xs 同时 分 别 代 入 a1，………， 
а, 的 所 有 出 现 之 处 ,这 样 得 到 的 公式 序列 就 生成 Atto 
xa), А 

定理 152 是 定理 15.3 的 特例 。 但 由 于 原来 是 先 定义 合式 公 
式 的 概念 , 然后 定义 命题 形式 的 ， 所 以 要 在 证 明定 理 15.2 之 后 才 
能 证 明定 理 15.3. 

例 3 合式 公式 Ух ПЕ(а,х)-> VyG(x, y, БІ 可 以 通过 下 
面 的 (1) 一 (6), 由 合式 公式 的 形成 规则 生成 : 
a) О(с, a, b) 
(2) _ VyGCc, y, b) 
(3) F(a, c> 


Hos 


(4) F(a, c) > YyG(e, y, b) 


652 —[F(a, с) > YyGCe, у, b)] 

сө Ух Еа, x) 一 VyG(x, у, b)] 

也 可 以 通过 下 面 的 (7) 一 (12), 由 命题 形式 的 形成 规则 生成 : 
2) G(x, y, b) ` 
c8) VyGG, y, b) 

(90 Е(а, x) 

(10) Fla, х) -> Муб(х, у, b) 

ао —[F(a, х) — VyG(x, y, 21 

а> Ухта, x) — УубСх, у, b)] 


上 面 (1) 一 (6) 中 各 公式 之 间 的 关系 与 7) 一 (12? 中 相应 公式 之 间 
的 关系 是 类 似 的 . 

由 命题 形式 的 形成 规则 生成 命题 形式 (包括 合式 公式 ) 是 更 加 
直观 的 ;通过 例 3 可 以 看 到 ,其 中 的 C7) 一 (11) 各 公式 都 是 后 面 某 
个 公式 的 真子 公式 . 

根据 定理 15.3, 我 们 可 以 通过 证 明 以 下 的 四 点 来 证 明 F 中 的 
所 有 命题 形式 《包括 合式 公式 ) 都 有 某 一 性 质 : С) 所 有 原子 公 
式 都 有 这 性 质 ; 《二 ) 如 果 命 题 形式 A 有 这 性 质 ， 则 一 A 也 有 这 性 
质 ;( 三 》 如 果 命 题 形式 А,В 都 有 这 性 质 ，A 中 的 未 经 约束 的 约 
束 变 元 都 不 在 B 中 约束 。 B 中 的 未 经 约束 的 约束 变 元 都 不 在 A 中 
约束 , 则 [A — Bl 也 有 这 性 质 ; (四 〉 如 果 命题 形式 А(х) 有 这 性 
质 , x 是 其 中 的 未 经 约束 的 约束 变 元 , 则 МХА Сх) 也 有 这 性 质 . 当 
使 用 这 种 方法 作出 证 明 时 ,我 们 说 证 明 用 了 归纳 法 , 施 归纳 于 命题 
形式 的 结构 。 

下 面 是 关于 合式 公式 和 命题 形式 的 结构 方面 性 质 的 一 些 定 
理 , 证 明 留 给 读者 . 

定理 15.4 在 了 中 ,任何 合式 公式 或 命题 形式 A 或 者 以 F 开 
始 而 有 Еа» tta as) 的 形式 a，*… sa 是 个 体 词 或 约束 变 
元 ), 或 老 以 一 开始 而 有 "8B 的 形式 , 或 者 以 [开始 而 有 [B — C] 的 
形式 ,或 者 以 Vx 开始 而 有 VBO) WER. ;/ 
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如 昊 A 有 一 B 的 形式 , 则 和 的 这 种 形式 是 唯一 的 ， 这 就 是 说 ， 
ШЕ А = 718 = —B,, HJ B = B. 

如 果 A 有 ІВ-сі 的 形式 , MA 的 这 种 形式 是 唯一 的 ,这 就 
是 说 ,如 果 A= [BC] = IB >C], R B= B. C =G. 

如 果 A 存 vxBCx》 的 形式 , 则 A 的 这 种 形式 是 唯一 的 ,这 就 是 
说 ,如 果 A = WBCD = VxB,GO, ВС) = Вк), [1 

定义 15.5 (EARI ЕН) EAER [A -> B] H, 
АЖЕМ AEAN, A 称 为 前 件 , B 秘 为 后 件 、 

定义 15.6 (GWIR) ВА, B, C, BG) 是 了 中 的 命题 形 
ж. 

如 果 —B 是 A 的 子 公式 ， 则 B 称 为 紧 接 在 它 左 方 的 否 十 词 在 
АФИН. ЗЕ [B -> C] 是 4 的 子 公式 , 则 B 和 C 称 为 [TB 一 
C) ФА 中 的 辖 域 ，B 称 为 它 的 左 辖 域 ，C 称 为 它 的 
жан. ЯНЕ YBO) 是 A 的 子 公式 ， 则 BOO KARRETE 
方 的 全 称 量词 在 A 中 的 辖 域 ， 

定义 15.5 和 定义 15.6, 除了 其 中 的 A, B, C 可 以 是 合式 公式 
或 者 是 命题 形式 外 ， 与 定义 10.3 和 定义 10.4 的 扯 应 部 分 完全 相 
Я. 

15.6, 1, -> ух 的 辖 域 是 合式 公式 或 老 是 命题 
形式 . 

例 4 在 合式 公式 

МХЕ) — 3yG(x, y)] — [VxF(x) 一 Vx3y "GCx, y)] 

中 ,第 一 个 Vx WERE [FG -> C, y), 第 二 个 Vx ІШІН 
RE FO) 第 三 个 wx 的 辖 域 是 ICO, у); 第 一 个 зу 的 连 
RE Сбх, у), В ну WERE 7005, y). 

定理 15.5 E F H: ЕЦЕ CURASI 
唯一 的 辖 域 , 任何 CRA) 都 有 唯一 的 左 辖 起 和 右 辖 域 , 任何 
Жетіге зеге ан! 

定理 15.6 设 A, В, С, VAG) ЕТАН. _ 

如 果 C 是 "A 的 子 公式 , 则 C 一 一 A 或 者 C 是 A 的 子 公式 。 
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如 果 C 是 [A > B] 的 于 公式 , 则 С = [А > В) RECHA 
的 子 公式 或 者 C 是 3 的 子 公式 . 

如 果 C 是 VAG) 的 子 公 式 ， 则 C 一 vxACx) 或 者 C 是 
AG) BFAR. I 

定理 15.7 设 和 是 F 中 的 公式 ,X 中 不 出 现 Y, 由 和 X 把 其 中 
的 原子 公式 都 替换 为 仁 意 的 命题 词 而 得 到 了 。 那么 X 是 F 中 的 
合式 公式 或 命题 形式 , 当 且 仅 当 ,了 是 P 中 的 合式 公式 .省 

F 中 的 公式 是 不 是 合式 公式 , 也 是 有 判定 的 算法 的 ,我 们 留 给 
读者 ， 


3 = 
15.1 证 定理 15.4, 
15.2 证 定理 15.5。 
15.3 证 定理 15.6. 
15.4 证 定理 15.7, 
155 建立 判定 F 中 公式 是 不 是 合式 公式 的 算法 。 
1.6 判定 以 下 的 公式 是 不 是 合式 公式 ， 
[1] v<[[F(x, а)-эС(һ, х, y)] SvzF(<x, z)] 
[2] —[vz= Ivy —[F(z)—G(a, x, у)]-әжх[Н(а, x)— 1F(a)]] 
ІЗ! vxz[[G(a, HO YS, у) 
[4] [v*=FG;,x,y)—vsG(s, у)1 
[5] 一 wx 一 IvxFCx) 
[6] 一 [yz 一 Fa b, х)-әмх[Н (а, х)-әЕ(а, b, x)] 
[7] 一 [yx 一 F(ay b, x)—[VzH(a, x)—F(a, b, x)] 


516 F 和 F* 的 形式 推理 规则 


在 本 当中 我 们 要 给 出 F 和 Е" 的 形式 推理 规则 ,并 且 证 明 F 
和 F* 的 一 些 重要 的 形式 推理 关系 . 

F 有 下 奋 的 十 五 条 形式 推理 规则 : 

69) А. ttt АБА Cil, eeg) 
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2) 如 果 Г--А--А<А 5) 
Я ТРА 

(1) mA, TAB, AB 
ГА 

CA-) АЛВА, В 

(A. А, BAAB 

《YN-) 如果 АР-С 

BC 

则 АУВ-С 

(Va) A AVB, BVA 


(--) А->В,АР-В 
(>) ШЖ Г, AH 一 B 
Д] TA >B 

(+) А-В, АБ-В 
А> В, B-A 

(—,) ШЖ Г, А-В 
T, BHA 

й ГАВ 


(У) УхАООУР-асба) 
《V4) А Аба), а ЕГ 中 出 现 
Ш5ГІ--УхА(х) 
| GO ЯШ ADB, а REB hH 
| TE жасу--Б 
| 680) AORA аб AG) E AG ER а 的 
其 些 出 现在 换 为 x 而 得 
在 这 些 规则 中 去 掉 关 于 膛 辑 词 A。V,，**。 的 共 八 条 ,就 得 到 下 
的 七 条 形式 推理 规则 。 
上 而 这 些 推 到 规则 中 , 除 关于 量词 的 四 条 外 ,其 余 的 二 一 条 者 
是 在 命题 逻辑 市 已 经 讲 过 的 。 这 十 一 条 规则 的 形式 ,名称 和 记号 
都 与 命题 送 辑 中 的 禄 后 ， 但 它们 应 当 随 着 所 属 形式 系统 有 怎样 的 
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符号 而 包括 尽 可 能 多 的 内 容 、 下 面 我 们 对 〈VY-)。(v+)。(a_) 和 
GO 这 四 条 推 则 的 涵义 作 一 些 说 明 ， 
СУ) қажетты, равна нд: 
如 果 论 域 中 的 所 有 个 体 都 有 某 一 福 质 4 《相当 于 VAG) 那么 ， 
任 取 这 个 论 域 中 的 个 体 « (相当 于 a), “有 性 质 4 (相当 于 А(а)). 
例如 ,所 有 自然 数 都 是 有 后 继 的 ,因此 ,和 任 取 一 自然 数 4, 可 以 推 知 
”是 有 后 继 的 。 
G) 称 为 全 称 量词 引信 律 ， 它 反映 演绎 推理 中 这 样 的 规则 : 
如 果 在 论 域 中 任意 选择 个 体 & 而 由 某 些 前 提 能 推出 g 有 其 个 性 质 
委 ( 相 当 王 了 HAC4), 那 么 由 同样 的 前 提 能 够 推出 这 个 论 域 中 的 
НАЯ а 竹 质 但 当 于 TI YAG), 例如 要 证 明 线 段 的 
恒 直 平分 线 上 的 所 有 点 都 与 线段 的 随 端 距离 相等 。 证 明 的 方法 是 
在 季 直 平分 线 上 任意 取 一 点 。 证 明 这 点 与 线段 两 端 焉 离 相 等 ; TN 
为 ,如 果 能 证 明 垩 直 平 分 线 上 的 任意 一 点 有 此 性 质 ,那么 就 证 明了 
上 面 的 所 有 点 都 有 此 性 质 。 “是 论 域 中 的 任意 个 体 ， 就 是 说 “的 
选择 应 当 与 前 提 无 关 ， 这 一 点 在 〈Y+) 中 体现 为 “不 在 工 中 出 
я”. 
T OO 称 为 存在 重 词 消去 律 ， 它 反映 演 经 推 至 中 这 述 的 规则 : 
жамалы анык, EARNER GESTAO) 
”由 此 EMER а GISTA), 那么 ,只 要 论 域 中 有 个 体 有 
AETA ение B GRET АСВ): Pi, + s ER 
Боа АВ ЖЕПТІ озы 11 
Ë “S EBAR. 证明 是 这 梯 的 ， 任 取 一 自然 数 k 使 得 3 中 的 
数 都 不 大 于 它 , 则 8 中 最 多 有 不 十 1 个 数 , 故 8 是 有 穷 集 ; 这 样 就 
证 明了 由 “有 自然 数 使 得 s 中 的 数 都 不 大 于 它 ” 能 推出 “S EES 
集 ”， 上 面 所 说 的 “是 论 域 中 的 任意 个 体 ,就 是 说 上 的 选择 应 当 与 
8B 无关, 这 一 点 在 (3-) 中 体现 为 “a 不 在 B 中 出 现 ”。 
GO 称 为 存在 量词 引 人 律 ， 它 反映 演 经 推理 中 这 样 的 规则 : 
如 果 论 域 中 的 个 体 = 有 4 性 质 (相当 于 ACa)), 那 么 论 域 中 当然 是 
有 个 体 有 4 许 质 的 (相当 于 3x4(*x)). 例 如 , 2 是 素数 ,因此 有 自然 
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下 面 我 们 举例 说 明 ， 根 据 关于 量词 的 推理 规划 可 以 得 到 怎样 


的 推理 关系 . 


THAME, 如果 在 上 下 文 操 移出 现 了 Kus -tts w) А 


出 现 ХСҰ» ey Yodo ЖА 
XCY TD = Shit XCuo + 
在 《Y-) 中 是 先 有 Аб), 然后 有 Аа) В, 
因此 ,根据 CY-), 可 以 得 到 下 面 的 淮 理 关系 : 
YxFCx, x, 2)—F(a, а, a) 
` МхЕСа, b, x)F—F(a, b, a) 
YxFCas b, x) Fla, bs b) 
ҰхЕ(а, by х) а, b, с) 
但 是 ,不 允许 根据 Су) ӨЗГІНЕЮ 1) 和 25: 
D VxFCx, x, x)|— FCa, ay х) 
2) VxFCx, x; х)1— F(a, а, b) 


tadl 
Аба) = GAGY). 


其 中 的 * 和 4 假定 它们 是 不 司 的 个 体 词 ; 情况 是 , 在 1 户 没 有 以 


a 代 人 * 在 左 方 F(x, х, x) 中 的 所 有 电 现 之 处 ， Æ 2) EA a fÑ 
A FG x, D 中 x 的 两 个 出 现 之 外 , 又 以 b 代 人 其 中 x 的 另 一 个 


出 现 之 处 ,而 a 和 b 是 不 同 的 个 体 词 . 

在 CY) 中 , 是 先 有 Ай) 然后 有 AG) 的 
А(а)}. 在 《vs) 中 还 要 求 4 不 在 中 出 现 ， 因 
面 的 


s Ék À 0 = © 
此 , RECO), F 


а, b)—G(a, b, c) => FQ, b)——_WxG(a, b, x) 

.Flas b)F—GCc, c, c) => а, b) VxG(x, x, x) 
都 是 成 立 的 。 但 是 ,不 允许 根据 (Y+ 7 得 到 下 面 的 3)。42 Я 5): 

3) F(a, b)—G(a, b, с) => FG, 51—005, b, с) 


4) FC, b)—G(c, ç; c) = Қа, bH Yx 
5) Fa, b)F—G(a,, bs c) =>F(a, be Yui 


GC, x, c) 
Сбх, x, c) 


其 中 的 a,b,c; ao b, 是 不 同 的 个 体 词 。 这 是 因为 , # 3) 中 a 在 


FOa, b) 中 出 现 了 ;在 4) PREE GCs cy ec) H 
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bh 的 < ERRER А 


x， 因 而 得 到 了 СС, x, c); 在 5) 中 把 Glas bis c) 中 的 不 同 药 
a ТЬ, 都 替换 为 x, 因而 得 到 了 G, x, c). 
XT Са), 所 要 注意 的 博 况 同 关于 (Y+) 的 情况 是 类 似 药 . 根 
# (9.), 下 面 的 
Gle, es су Е(а, by—>3xG(x, x, x)|—F(a, b) 
Gla, b, c) Fla, b) => IGG, b, х)[—Еа, b) 
都 是 成 立 的 ;但 是 ,不 许可 根据 《3a-) 得 到 下 面 的 所 ,77 A 82: 
6) G(a, b, ò F(a, b) => 3xG(x, b, c)|—E(a, b) 
7) G(c, <, c)}— Fla, b) => ЭхО(х, x, с)|—Е(а, b) 
8) Glay b DFG, b)y=> 3BxGKCx, x, eƏF—EÇa, b) 
这 与 前 面 不 允许 祖 据 <Y4) 得 到 3), 5) 和 5) 是 类 似 的 . 
最 后 我 们 交 沽 虑 《34)， 在 (34) 中 是 先 出 现 A (а) 然后 出 现 
axACx) 的 。 护照 上 节 中 的 规定 ,如 果 没 有 另外 的 说 明 , 那 么 
AG) = ӨЗАСхҰ)| 
ра AGDE2E AGO rE DL x КЛ. + АНИ apii. 16 
在 (3r) 中 我 们 说 明了 AG) ЖБ А(а) 把 其 中 a ЖЕН 
换 为 * 而 得 ,因此 在 策 用 (a. EB AG) 得 到 4Cx) 时 ,可 以 把 Aa) 
中 出 现 的 2 全 部 替换 为 x, АТН 
ға, ы-і) 


жина ӨЗДЕ AG) 中 出 现 的 a 部 分 地 替换 为 x, 从 
而 得 到 


ғал) H F Ca,a) 
Жақ) | 一 3xF(a,x) 


广 意 , 左 (3+) 中 所 作 的 关于 可 以 全 部 或 部 分 替换 的 说 明 , 以 
后 在 本 书 中 还 会 过 到 。 

F 和 F* 中 的 形式 推理 规则 也 可 以 分 为 两 类 . 我 们 只 需要 
说 ,CY 和 (34) 必 于 第 一 类 ,它们 直接 生成 形式 推理 关系 ;《Y4) 和 和 


-ye 


人 ) 属 于 第 二 类 ， 应 用 它们 可 以 由 已 经 生成 的 形式 推理 关系 生成 
新 的 形式 推理 关系 。 其 余 的 十 一 条 形式 推理 规 则 在 命题 逻辑 中 已 
经 讲 过 了 . 

下 和 F* 中 的 形式 推理 关系 也 是 捐 据 形式 推理 都 列 定义 的 ,我 
们 不 再 陈述 。 

下 夯 我 们 亲 证 明 Ға 中 的 一 些 重要 的 推理 关系 ; 其 中 那些 
BO, >, Y 三 个 逻辑 词 的 推理 关系 既是 了 牛 的 也 是 吧 rh 
的 礁 理 关系 :并且 ,所 给 出 的 形式 正明 既是 F 中 的 证 明 。 世 是 Е 
中 的 证 明 。 那 种 在 其 中 出 现 了 A, У, * аах 
F* 中 而 不 是 Е НАХЯ. 

定义 16. [1] Ya ез, А-а Уан. Vx A 

[2] BIke = Эх: Ах, А 

定理 16.1 WEF, А(а)1—В, a 不 在 了 和 了 3 中 出 更, W T, 
3xACx)H—B. | 

定理 16.1 的 证 明神 定理 12.1 的 相似 . 定理 16.1 包括 《3-) fE 
ARA. 在 形式 证 明 中 经 常用 到 的 是 定理 161 而 不 是 (3_). 因 此 。 
当 不 需要 指明 它们 的 区 别 时 , 我 们 也 称 定理 161 为 存在 量词 消去 
Бы шоу Ca D”. 


当 很 气 (3-) 证 明 
T, жАСсО--В 
时 ,可 以 抬 寺 形 证 明 写 成 下 下 的 形式 : 
ау г 
со АО) Ea FET fB 中 出 现 
G) B аха 
со ЗхА(х) I 
G> B GX) 


这 些 民 使 用 (V_ 时 的 笛 形 证 明 写 法 (更 $12) 是 类 似 的 . 
关于 量词 的 推理 规则 V; (м,), (3), Ga.) 可 以 推广 为 
有 有 多 个 量词 的 情形 : 
(WQ) Ух к. Аба с”, xs 一生 (ab е7: а,) 
"118. 


ОУ) 如 果 TACass …， aa) ai 不 在 工 中 出 现 


G= 1, een) 


ШІ TÍ War AC с Xn) 
G-) ШЕ Г, Аба» toa) -В.а RE T, B 中 出 现 


ШІГ, axi x AC. 


(= 1,556.00) 


зады 


(B Almas tto к ЕТЛЕТЕГЕӘЛЕЛЕ! 
Аб 是 由 .Ab t a) 把 其 中 ai 一 bb) 


的 某 些 出 现 同 时 分 别 


替换 为 x 而 得 


上 面 这 些 规则 中 的 xo …，xw 都 是 各 不 相同 的 , 否则 , 例如 


УххАСх, х), RI УхУхАСя, x)， 就 
В а t 也 都 是 各 不 相同 的 
相同 的 约束 变 元 ,因而 使 得 Ук 


不 是 合式 公式 .CY4) 和 (3-) 中 
， 否则 就 会 使 得 aa， …，x 中 有 
XA tta Xa) 和 Ек xnA 


Gotto к) 不 是 合式 公式 但 在 (Y-) 和 (GH, as ttes an A 
是 可 以 各 不 相同 ,也 可 芒 是 其 中 有 相同 的 ,例如 可 以 根据 它们 得 到 


下 面 的 推理 关系 ; 
Ухуд (х, у» 2) 


| 一 Fa b, с) 


AGa, b, cyF—BxyzF(x, y, 2) 


地 可 以 得 到 下 面 的 推理 关系 : 
ViyzFCx, y, 2) 
VaxyzFCx, ys 2) 


Fla, а, а) 
Еа, а,Ь) 


а, а, а) -Зку (х, y, z) 


F(a, ay bì þa. 
定理 16.2 ғ. 
[1] YAG) HAYYA CY) 
[2] -аАОУ--ізуАСу) 


IxyzF(x, у, 2) 


[3] УзуА(х, у №МухАСх, y) 
[4] Эхуд (х, y)—3yxA(x,-y) 


[5] ҸМхАСх)[—9хАСх) 


[6] ахУуАСх, у)|--УузхАСх, у) 
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证 [1] ЖЕМЕ ИЯ: 
(1) WAG) 
{2) Аба) (D VDR a ЖЕСІН 
G) wyAGy> (2) Сҹ) 

从 右 到 去 部 分 ,证 明 是 相同 的 。 

证 [2] 先 证 从 左 到 右 部 分 : 
ау AG) Шал) 中 出 现 
(2) aa) (1) (a. 


(3) АС) 
G) зА) (ORED) 
MARERA EEE. 


1131 ЖЕМЕ: 

2 а) YAn) 
(2) Аа, b) U) (УЮЙ ә 和 b， 并 县 都 不 

在 (1) 中 出 现 

(3) МухАбх, у) D (V 

愉 有 到 左 部 分 ,证 明 是 相同 的 。 

ША] 先 证 从 左 到 右 部 分 : 
a) Ala,b) RRHH a ЯЬ, ВИЧЕ AG, 

y) HRA 

о) ЕЛУДЕН) 
(3) 3xyACx, y) 
(4) ЗухА(х, у? o a) 

从 右 到 去 部 分 ,证 明 是 相同 的 。 

1Е151 
(1) МАС) 
(2) Аба) G) (У) 
G) aA (2) (8) Б 

这 里 并 不 要 求 取 a 不 在 ACx) 中 出 现 , 因为 在 使 用 (+*? 由 (2》 

得 (3) 时 所 得 到 的 3x&ACx》 中 是 可 以 有 a 出 现 的 . 
.1%» 


可 


40161 
199) 
169) 


{3) 
60] 


定理 16. 
-VxAGO—] aa —AG2 


111 
[2] 
131 
[4] 
证 [1] 
(12 
(2) 
(3) 
G) 
(5) 
42) 


(9) 
ао 
ао 
(12) 


МуАСа, ?9) IE a E AG. у) 中 出现 
AG, b) G) (y-5 R b 35 a <|), 且 不 在 


AG, y) АНН 


ЭхАСх, b) (25 (34) 

Vy3xACx, у) (3) (V,D 

(5) ЭхМуА(х, у) 

(6) Vy3axA(xs у) Са) GI 


3 Е": 


ЭхА(х) 


YTA) 
TACE) 


VACx) 
Hazal) 


HITY zA) 


先 证 以 左 到 右 部 分 : 


12769) 


тақа) R a 不 在 (1? 中 出 现 
Ala) (10) (У) 
amA) GKH P 


HTAC) 
=A) (а) (аә 
(7) TRAC) ССЭ) 
其 次 证 从 右 到 左 部 分 : 
(8) DTAC) 
таса) Жа 不 在 (8) 中 出山 
ITAR) OXI 


Аба) 
УхА(х) 


61006826) 
ау (V. 


在 上 面 证 明 的 第 《4) 步 ， 要 用 到 P 中 的 推理 关系 定理 11.2 
[1]。 由 于 这 是 一 个 显然 成 立 的 推理 关系 , 我 们 可 以 简单 地 写 “由 
P”, 而 下 写 朋 用 了 P 中 的 哪个 担 理 关系 . 


rl2le 


是 由 


4121 先 证 从 左 到 右 部 分 : 


(1) Ala) 
(2) YA) 
(3) TAG) 
(4) AYAC) 
(5) IAQ) 
(6) “19 АСУ 

其 次 证 从 右 到 左 部 分 : 
(7) YTA) 
(80 —19хаА(х) 
(9) AG) 
(102 3xACx) 
ао —AG) 
a2) YAG) 
(3) HAC) 


Жа 不 在 AG) 中 出 现 


G) (м) 
DGX) 


(ORED 


жа 不 在 (7) 中 出 现 
©) (а) 
XKE) 
a1) (v4) 
a20) 


[3] 和 [4] 显 然 可 以 分 别 由 [1] 和 [2] 得 到 .1 
下 面 我 们 给 出 一 些 在 形式 证 明 中 发 生 错误 的 例子 。 错 误 往 往 


íT: 


F 在 使 用 CY4+》 和 《3-) 时 没有 满足 所 要 求 的 条 件 而 产生 的 . 
例如 ， 如 果 在 证 明定 理 16.3 [11 的 从 左 到 右 部 分 时 像 下 面 这 样 进 

G) МАО) 

о) TAG) Жа 不 在 (1) 中 出 现 

G) Аба) 690429) 

《47 AG) 0) (6) 

(5) KTA) 

сө) AG) (3) (а) 

0) TAQ) (а) (а) 


(8) —smx—4AG) 


(6) 0С) 


那么 ,在 (6) 和 C7) 两 步 中 关于 (3-) 的 使 用 是 错误 的 。 因为 在 (3) 和 
Са) 中 有 。 出现。 又 如 果 在 证 明定 理 16.3 121 的 从 右 到 左 部 分 时 


4122. 


f Fx Bak: 
С) 一 waraGD 


со Ala) 

G) таба) Оу<ө 
Са) Vz Сх) (3) Су) 
(5) Аа) сахт? 
《6) 3xACx) (5) Са) 


那么 ,在 第 (37 Pp (Vo 的 使 用 也 是 错误 的 , 因为 在 《2) 中 出 
й. ， 
定理 16.4 Е": 
[1] УТАС 一 B(xz)1，VxACxH 一 VxBCx7 
[2] МАСК) -> BGD], а(х) -аВ(х) 
[3] Vx[AG) -> BO) р, ЕВС) OG JF—Vz[AG2 
CC)] 
[4] А YBH YLA — ВС], к REA ГІН 
15) 一 3z8GD > ВОО 1, х Е А Д 
(61 МхА(х) 一 Bax[A(z) 一 B],x 不 在 B 中 出 现 
[71 AG) -> BH TYx[ACz> 一 B],x 不 在 B 中 出 现 
在 定理 16.4[4] 和 [5] 中 x 不 能 在 A 中 出 现 ,在 [5] 和 [7] 中 x 
不 能 在 B 中 出 现 ,否则 [4] 一 [7J 中 右 方 的 公式 就 不 是 合式 公式 了 , 
以 后 遇 到 类 似 的 情形 ,不 再 一 一 说 明 ， 
我 们 选 证 定理 16.4 的 [1], [41 和 [7]。 


证 [1] 
а) Vx[AGO 一 BCz)] 
[69] мкА С) - 
G) AGO BG) CD kv-) 取 4 不 在 (1) 中 出 现 
160) Аба) (2) (м.> 
G) В(а) зж хэ.) 


59 125369) GX.) 
证 [4] 先 证 从 左 到 右 部 分 : 


.13. 


(1) A vxBx) 


оо А 
ао 21169) 10026») 
Са) ва) 《3)Cv-) 取 不 在 (1 中 出 现 
65) A—>BQ) GD) (>) 
CE) МЕА + ВО] (5) (90 

其 次 证 从 右 到 左 部 分 : 
C7) МА = В(х)] 
(8) А - 
<> А Ва) 《7)CY-) 取 :不 在 (7) 中 出 现 
ао) ва) | (9080) 


C11) YBCO) ANC) 
(12) A> МВО) ар C.) 
证 [71 先 证 从 左 到 右 部 分 : 
(1) szAG2—B 
(22 Aa) 取 a REOR HA 
530 BAG) (2 (аә 
(40 в DG- 
(5) Ala) >B UX) 
(6) МАС 一 B] G) О) 


其 次 证 从 右 到 左 部 分 
(79 Vx[AGD—B1 
сву Аба) Ба 不 在 (7 中 出 现 
C9) Аба) >B (G) (V 
ав» в WBS- 
ар ЗАС) 
а?) B (10) G) 
(13) ZAG) В МЕКЕЕВ! 


RIERA EREET RR) 
0, Qs Qas Qa + 


4124. 


表示 量词 符 号 Y 或 3. 
定理 16.5 Е"; 
11 АДУАВОӘН-УТА ЛВС] 
2] AA3sBGOF-3<[A А ВС] 
3] VxACx) A YBO YLAR AB) 
3x[ AG) АВК IAC) A ВО) 
15] QAG) AQB AA BG) I| 
定理 16.6 Е": 
1] AV VxB(x)F—JV<[A М B] 
2] АуэвОу-ія(АУ ВО) 
31 YAG) V YBO YAG МВО) 
41 ACYVarB) DELAK V ВСЮ] 
5] QRA) V QB HAO VBT II 
338167 ғ; 
OJ МАС) е ВСА Сх) ВС) 
121 Yala BD Im A) < ЭхВ(х) 
[3] YLA Bx)], мк ВСх) СС) VYz[ AGO 
—*CG2] 
[4] W [ACBL] vx[ А.(ху е-е 001 
YAO ЛАС) В,С А Вк) 
Шы) УАВ УСА) — ВО. МВС) 
— AG21II 
证 17581111: 
а) Yala eB) 


= 


е] YAG) 

о» Аа) Ва) 《1)CY_) 取 不 在 (D 中 出 现 
a) AGa) аху. 

G) ва) Сз)» ) 

сө 226) GY) 

<> Уво) 


"125, 


(89 2269) 2162 
(9) МкАСх)«УхВ(х) CEBEK =>) 11 
ERE P 可 以 构 洁 同 它 等 价 的 Po H FAF” 可 以 构造 分 
别 同 它们 等 分 的 Fo 和 下， 构造 的 方法 也 是 省 大 原来 的 推理 规则 
Сх), E CAD A CV a) Ce) С), CY) R (86) 
分 别 政 为 以 下 的 推理 规则 : 
LA-] П-Алв 
Ta, В 
[A] IA, B 
f—AAB 
[V+] ГА. ГЕ-А 
Г--АУВ” ТЕ-ВУА 
[>] THA >B, A 


rB 
І->-1 TH-A<>B,A. TAB, B 
[—B ° THA 
СА Ti — №хАСх) 
TAG) 
Ga.) 502,8 AG) 是 由 AG) ША а 8 
ЕТПЕГЕНІ 


定理 168 [1] F; Г-А<> RT A 
12] F*. TA < FE: TA 1 
ЖЗА 中 我 们 讨论 了 P 和 P* 的 关系 ,并 且 选 择 不 同 
Юта ТӨНЕ. 下 和 本 的 关系 同 РЯІР" 
的 关系 是 类 似 的 , 我 们 就 要 在 后 面 陈述 和 证 明 。 我 们 也 可 以 选择 
不 同 的 原 娠 淄 辑 词 以 构造 各 种 谓词 逻辑 ,例如 : 
рің 原始 逻辑 词 
ғ п, A.Y 
ғ т, У,у 


8126. 


в ,->,3 
ұз “T, A’, 
Fa ,VY,3 
定义 16.2 DCA) АЛВ = а (А-1) 
D(V) AVB = аА +В 
D>) AB = [Ch — B> X(B—A2] 
Г(а) BAG) = #—Vx—ACG) 
DAY) МхА(х) = тізі Ax) 
其 中 的 А, B, ЗкАСк), УхАСх) 者 是 命题 形式 ， 
定理 16.9 在 F 中 引进 定义 DCA), DCV),D(—) MD) 
后 ,可 以 证 明 F* 的 所 有 推理 规划 ， 因 北 可 以 证 明 F* 的 所 有 推理 
жж. 
ЖЕ 中 引进 定义 DCA) DCV), DE) MDY) 后, 可 
以 证 明 F* 的 所 有 推理 规则 ,因此 可 以 证 明 F* 的 所 有 推理 关系 . 
证 我 们 先 证 定理 的 第 一 部 分 。 要 求 在 了 中 引进 СА» 
ГУ» DC—) A ха) AWI F ARRUE CA. 
СЛ, СМ), CVa), C- С, 8.0) A GO ARH 
前 六 条 的 证 明和 定理 13.1 的 证 明 相同 , 后 两 条 的 证 明 如 下 ， 
ўд (а) 如 果 AaB, a REB 中 出 现 


Шах AGOF—B 
(1) заоу 
C2) тв 
{3) Аба) 
C4) B ORR 
(69) AG) CKT 
св) Vx AG) (Хм) 
©) т1Ух-1А(х) 99 еу) 
св) B (6X7X 4) 


WA) AWD IA), 其 中 的 ACx) 是 由 AGa) 把 其 中 


2.17. 


由 


Mt hka з ТИН 
а) AG) 
о) 2/6) 
G) 一 ACa) оҳу) 
СФ) -ТТҰстАСО (GC 
6) XAG) Da] 
定理 16.9 显然 可 以 得 到 以 下 的 推 沦 . 


推论 16.10 在 F 中 引进 DC3》 后 ， 可 以 证 明 Fa 的 所 有 推 
理 规 则 ,因此 可 以 证 明 F° 的 所 有 推理 关系 ， 


ЖОҒ 中 引进 DXY) 后 ， 可 以 证 明 下 的 所 有 推理 规则 , 因 


此 可 以 证 明 下 的 所 有 推理 关系 . || 

谓词 逻辑 也 有 它们 的 非 十 典 系统 .例如 ,对 于 了 ,可 以 构造 它 
的 海 丁 系统 Fa 和 极 小 系统 Бы; 也 可 以 构造 F” 的 海 丁 系统 Fi 
和 极 小 系统 ЕНІН P 构造 Pa 和 P, 相同 ,不 再 详 这 . 


3 题 


16.1 证 定理 16.4 的 [23]，[5j [6]. 
16.2 证 定理 I6.5. 

16.3 证 定理 15.4。 

16.4 证 定理 15.?f2]。 

16.5 证 定理 15.9 的 第 二 部 分 。 
16.6 证 Fe; 


ш 


[21 
ізі 
14] 


151 
[67 
[7] 
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ме [А (к) 802) = A + A(x)—CGx)] 

[А х)-В(х) A C(z)] 
vx [A (x)<—B(x)]=—vz[AGƏ A С(к)»В(х) А С(к)] 
мГа(к)—в(=)1, Al) захра (хул Ba] 
мГа(х)-эв(к) V C(x)] 

[A BI V az[A(z3) AC(z)] 
mo [A(x) A B] ACEA аув(у) 
axy[ ACx) A B(x, y)! —Ssx[AG)A syB(x, y)] 
vzy|AG:) A B(x, y)—C(x, r)] 


P—v*[A(x2—vy[B(x;, у)-С(х, s)]] 
[а] мА) уку [АО) AACY)] 
[9] axAGoH-faey[A(x)AA(5)] 
[0] Маб) эво) Јн ГАФ) АА(у) е) A B(y)] 


517 函数 词 、 等 词 


销 数 词 是 类 示 子 数 的 形式 符号 C 见 $01)。 在 本 节 中 我 们 来 构 
造 带 函数 词 的 谓词 逻辑 FO 和 Р, 下 面 我 们 构造 Pt* ,在 Re 中 
去 掉 远 辑 词 A，V，*~， 引 以 及 有 关 的 部 分 ,就 得 到 Е. 

F? 的 形式 符号 是 在 Р" 的 形式 符号 中 加 进 函数 词 而 得 , Fe 
中 的 函数 词 都 是 函数 变 元 ， 用 怎样 的 符号 表示 函数 词 , DL $01 中 
的 说 明 . 

函数 词 有 它 的 字母 次 序 . 

下 面 的 17G 和 17G) 两 条 是 关于 
BI: 
ІЮ) ”单独 一 个 个 体 词 或 约束 变 元 是 项 形式 ， 
1700) WR X,,，……,X。 是 项 形式 , 则 СХ, 66, ХӘ АИ 

ж. 

由 项 形式 的 形成 规则 可 以 定义 项 形式 ,再 由 项 形式 定义 项 。 

定义 171 (项 形式 、 项 ) X 是 项 形式 , 当 且 仅 当 , X 由 项 形 
式 的 形成 规则 1761) 和 17Gi》 ER. 

项 是 这 样 的 项 形式 ,在 其 中 不 出 现 约束 变 元 . 

n 元 项 形式 是 其 中 出 现 ” 个 不 同 的 约束 变 元 的 项 形式 .. 因 此 ， 
零 元 项 形式 就 是 项 . 

显然 ,项 形式 中 的 约束 变 元 都 是 未 经 约束 的 . 

我 们 规定 令 英 文 余 体 小 写字 母 (或 加 下 添 标 ) 

a, b, c, dis biy сі Сіз 1,2,3,--) 

ялға. 我 们 也 令 它们 表示 任意 的 项 形式 , 但 这 样 做 时 一 
般 是 要 加 以 说 明 的 , ЕФ А,В,С 等 是 命题 形式 时 一 般 要 加 以 
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Fe 中 项 形式 的 形成 规 


说 明 一 样 ， 

911 区 gKPCgKa)，8 ba， с) 是 项 ; ҚаССасх), 
aD), ас) 是 一 元 项 形式 ; Қасас), s0 Ка, y) ) 是 
二 元 项 形式 ; асаба), gO Қазу 是 三 元 项 形式 。 

可 以 用 归纳 法 。 施 归纳 于 项 形式 的 结构 , 证 明 所 有 项 形式 《 包 
括 项 ) 都 有 某 一 性 贡 , 因为 项 形式 (包括 项 ) 是 有 归纳 地 定义 出 的 . 

Тво 17009—1700) 四 条 是 关于 ЕЗ 中 命题 形式 的 形成 
规则 : 

ПОН) Flas -t-s aa) 是 命题 形式 (原子 命题 形式 )。 

ПО») 如 果 和 是 命题 形式 , 则 X 是 命题 形式 

ІП) 如 果 X 和 了 Y 是 命题 形式 ，X 艾 中 的 未 经 约束 的 约束 变 元 都 
不 在 了 中 约束 ，Y 中 的 末 汉 约束 的 约 东 变 元 都 不 在 久 中 
З, MIX A Y],[X V 了 [区 XY 了 ] 和 [Xe 站] 是 命题 形式 . 

Сн) 如 果 义 是 命题 形式 , x 是 其 中 的 未 经 约束 的 约束 变 元 , 则 
VX 和 3xX ERAPR. . 

和 和 定义 15.4 中 所 做 芍 一 样 , 我 们 可 以 由 命题 形式 的 形成 规划 
定义 命题 形式 ,再 由 命题 形式 定义 合式 公式 . 

我 们 当然 也 可 以 先 定 义 项 和 合式 公式 ,再 由 项 定义 项 形式 ,由 
合式 公式 定义 命题 形式 ， 

原 于 命题 形式 仍然 称 为 不 于 公式 .因此 在 带 函 数 词 的 谓词 远 
辑 中 ,原子 公式 是 有 F《41， “ea) 形 式 的 公式 ,其 中 的 ateta 
是 项 形式 (包括 项 ). . 

Е ЕНЕВ СЄ), С» A-A+ 2, 
СМС), С С Се) (I Ca) HK 
十 五 条, 其 中 除 (Y_-) 和 (3. 阔 \s 其 他 十 三 条 都 和 P 中 入 应 的 扒 
理 规则 有 相同 的 形式 ;名称 , 和 记号 ， 当 然 它们 硅 F ФН Е" 
中 包含 页 多 的 内 容 . 

Е 中 的 全 称 量词 消去 律 和 存在 量词 引入 律 是 

(У) МАС) Аа) 

(a) Alaj AC) Я A(z) А Аба) 把 其中 = 的 
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某 些 出 现 替换 为 x 而 得 - 
当 其 中 的 * 是 个 体 词 时 ,它们 就 分 别 是 F* 中 的 (Y-) 和 (3+)。 
不 难 验证 ,在 Fe* 中 可 以 把 (Y-) 减 弱 为 
` МАС) AG) 
жанса уа» LI 
A(a)| 一 3xA(x)， 其 中 的 AGO 是 由 А(а) 
把 其 中 a 的 某 些 出 现 替换 为 x 而 得 
但 不 能 同时 两 条 都 减弱 ， 虽 然 如 此 ,我 们 还 是 像 前 面 那样 列 出 FR* 
的 推理 规则 ,那样 比较 整齐 清楚 . 
在 FY 中 可 以 证 明 
Су) Уа x AG. tts Xa) HALa 5 а) 2 
Ga.) А(а,, ++, dn) | 一 ЕСТЕ х), ЖОЙ 
Аби, 777, к) 是 由 Аа» сз, a.) 把 其 中 a; 的 某 些 
出 现 同 时 分 别 地 替换 为 xG 一 1，… on) 而 得 
其 中 的 а -ets a, 中 可 以 有 相同 的 项 ， 它们 仍 记 作 “CY-》” 和 
КЕЗІ 
我 们 来 说 明 F 中 的 推理 规则 (Y-) 和 《3+) 的 涵义 ， 项 是 表 
示 由 论 域 中 个 体 经 过 函数 的 运算 而 得 到 的 对 象 的 ， 所 以 F* 中 的 
См) 反映 这 样 的 演绎 推理 规则 : 如 果 论 域 中 的 所 有 个 体 都 有 某 
性 质 (相当 于 YxA(x))， 那 么 任 一 由 论 域 中 个 体 经 过 函数 的 运算 
而 得 到 的 对 象 有 这 性 质 ( 相 当 于 А(а)), е 
ЕЗ 中 的 (34) 反映 这 样 的 六 绎 推理 规则 : ”如果 任 一 由 论 域 
中 个 体 经 过 函数 的 运算 而 得 到 的 对 象 有 某 -性质 相当 于 жазы 
那么 论 域 中 是 有 个 体 有 这 性 质 的 (相当 于 а xACx)). 
由 以 上 的 说 明 可 以 看 出 ，F 和 Е" 中 的 项 所 表示 的 < 即 由 惟 
域 中 个 体 经 过 函数 的 运算 而 得 到 的 ) 对 象 , 仍然 是 论 域 中 的 个 林 > 
яй, 就 不 能 由 YxA(s) 推出 ACa), 也 不 能 由 ACa) ЖЕН KAC) 


”二 面 是 关于 项 形式 的 结构 方面 性 质 的 定理 ， 
定理 17.1 任何 项 形式 或 者 是 个 体 词 或 约束 变 元 ， 或 者 有 其 
ли. 


БЕСТЕ ЕО ER, I 

定理 17.2 WE 2 ECs ro ba) FD W a=, ，…*， 
b, RA a BE 2, 的 子 项 G= 1, aa), |1 

在 谓词 逻辑 F*《 包 括 了 和 Р СЕ F) 中 ,任意 选择 一 个 
二 元 谓词 ,这 个 二 元 谓词 , 鹿 于 它 的 特殊 性 C 它 有 怎样 的 特殊 性 , 随 
后 即将 说 明 ) ,我们 证 作 
1 
关于 I, 有 下 面 醋 条 形式 淮 理 规则 : 

(С) Ala), Ka, DIAG), 其 中 的 АСЫ) 是 由 A(a) 把 
中 的 某 些 出 现 替换 为 5 而 得 

(L) Ke, a) 
于 是 ,在 F,F*, F 和 Р 中 增加 О) a REDEA 
анг F, Е, РТ 和 Fg F 和 FE r h,H TA АЖ 
19,0 CO fn C.) 就 有 下 面 的 形式 : 

GL) Аа), Қа БАСЫ), ЖН АСЫ) 是 由 Аа) 把 其 
фа лань 而 得 

ао Ka, a) 

Е, р, Е 和 Fas рот НЯ. ERIR AR 
ЗАКАНА В GORA НЕНИ В, (Т) 称 为 等 词 引 人 律 、 等 
词 是 一 个 特殊 的 二 元 谓词 , 它 表 示 等 同 关系 , 例如 1 十 5 和 2X3 
虽然 名 称 不 同 , 实 际 上 是 局 一 个 对 象 ,它们 有 等 同 关系 , 1+5 等 同 
于 2 x 3。 因此 等 词 是 谓 洛 常 元 而 不 是 谓语 变 元 ，IKa,b) 读 作 “a 
жы b”. 

我 们 来 说 明 С) m ОО AX. 在 不 带 函 数 词 的 ЕЖ 
ре 中 ,等 词 消去 律 《[-) КЕН ХЕ ІІ; 如果 论 域 
中 的 个 体 “有 某 竹 质 ( 诅 当 子 А(а)), MA e 与 8 是 等 所 的 《 相 
当 于 Ка, bD 那么 8 包 有 这 性 质 (相当 于 АСЫ). 等 词 引 人 律 
а.) 反 陕 演绎 推理 中 这 样 的 规则 ,. 它 肯定 论坛 中 的 任 一 个 体 和 它 
自己 总 是 等 周 的 (相当 于 IG, ау). 

在 带 函数 词 共 FY 和 Fr** 中 ,(I-) 反 秧 这 样 钓 演绎 推理 规 风 ， 
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如 果 由 论 域 中 个 体 经 过 函数 运算 而 得 到 的 对 象 a。 有 某 性 质 《 相 当 
жолау, те 与田 一 个 由 论 域 由 个 体 经 过 函数 运算 而 得 到 的 对 
象 8 是 等 同 的 《相当 于 Ka, 52), 那么 8 也 有 这 性 质 (相当 于 
АСЫУ» Cr》 反 瞻 这 样 的 演绎 推理 规划 ， 它 肯定 任 一 由 论 域 中 个 
体 经 过 函数 运算 而 得 测 的 对 象 和 它 自己 总 是 等 同 的 《 相 尖 于 (a 
4))， 这 是 因为 ,前 面 已 经 讲 过 ,这 各 对 象 仍然 是 论 域 中 的 个 体 ， 
ERIZ ¿mb = о, Б) 
a É b =a (ать) 
=a Ka, Б) 
如 果 在 F* 中 作 上 面 的 定义 , MEHA иь 自然 是 个 体 词 
或 约束 变 元 。 
要 渡 意 巴 与 一 是 不 同 的 ， 一 是 等 同 , 而 己 则 是 表示 等 则 的 谓 
词 了 的 一 种 带 有 了 暗示 性 的 写法 。 写成 叫 , 是 为 了 暗示 这 个 谓词 就 
是 表示 等 同 的 。 说 至 是 I 的 一 种 写 共 ,或 者 说 可 以 绝 写作 号 ,这 
是 一 种 简单 航 不 严 稳 的 说 法 ， 严 格 的 说 法 应 当 是 说 , 可 以 把 Ка, 
Б) 写作 әш. А 
定义 17.3 Els =a Қа, x)， 其 中 的 “是 项 或 项 形式 ，x 
是 任意 一 个 特定 的 不 在 * 中 出 现 的 约束 变 元 . 
定义 17.3 中 包含 一 个 规定 ， 如 果 Ele 是 合式 公式 或 命题 形 
式 4 的 子 公式 ， 并 且 出 现在 A 中 量词 Оа, -t-s Qua 的 辖 域 之 
中 ,那么 定义 173 中 的 应 当 与 x，… -，x。 都 不 相同 . 
在 只 包含 全 称 量词 的 谓词 逐 辑 中 , 可 以 令 
Eja = a—Vx Ca, х), 
Eja 可 以 读 作 “a 存在 ”, 它 的 涵义 是 , a 所 表示 的 对 象 在 论 或 
中 是 有 个 体 和 它 等 同 的 ， 也 就 是 « 表示 论 域 中 条 个 体 。 由 此 ; T 
Ele 可 以 读 作 “a 不 存在 ”, 它 的 涵义 是 , z 所 表示 的 对 象 在 论 域 中 
是 没有 个 体 条 它 等 同 的 ， 在 这 各 情形， 我 们 简单 地 遂 « 表示 无 定 
X. 
定理 17.3 Е": 
[1] ab 上 -ba 


өні» 


[2] аш», ші --ашшс 
ІЗІ Аба), Бша-А(5) 
[4] Ala), TIAC) Harb 
[5] А(а)1—%х[ав=х — АӨ921 
[6] АОУ (аш AAG21 
[7] Eta 
以 上 的 A(b) 是 由 A(a) 把 其 中 a НЕН A b TR 
АС 是 由 A(a) 把 其 中 Е х 而 得 。 
我 们 选 证 [1], 14], 161. 
证 [1] (1) amb 
G) ажа (L) 
G) ыш СУСПУЧІО 
在 上 面 的 证 明 中 , 令 给 定 的 一 元 命题 形式 Al) 是 a, 于 
是 C2) 就 是 AG) (3) 就 是 АСЫ). 
证 [4] (1) AQ) 


о) TACb) 
G> a=b 
сә асу (DGX) ` 


G) ab DD 
证 [ 6 ] 先 证 从 左 到 右 部 分 : 


(1) AG) 
(2) аша ` C) 
(3) ama A AG) XIXA 


(4) 也 [asexzAACD] МЕР) - 
其 次 证 从 右 到 左 部 分 ， 
(5) ambAAGb) ë kb a AFl, HREAG) 


中 出 现 
{6) ACb) GXA-) 
(72 a=b Є -3 


(8) Аба) C6X7)2[31 


4134», 


Сэ) afam AAG) 
аю) ай) ` CX . 
F* 是 F"* 的 子 系统 ,改定 理 17.3 在 ”中 是 成 立 的 . 
定理 173 中 的 [1} 一 [5 在 F 中 显然 是 成 立 的 ,[6] 和 [7] 在 
F 中 引进 DCA) 和 DC3) 之 后 也 是 成 立 的 。 
定理 17.4 F, 
[1]. amb Hems 
[2] аша, bich ate 
[3] Ақа), bak ACA) 
[4] Ala), TACH a $2 
15] АС) Гах — AG21 
16) АСа)1— [атк Л АСк)] 
[7] HEla 
[8] мх, хан аһ -+ x.) 
以 上 的 AC) 是 出 А(а) ен о ЖЕ НУНА p ini, 
A(x) Жең А(а) 把 其 中 = ЕНЕ) x 而 得 . 
证 把 定理 17.3 中 的 个 体 斌 痢 改 为 项 ,就 得 到 定理 17.4 中 的 
[一 ! 当 。 顶 者 的 证 明 是 想 似 的 ， [8] 的 证 明 如 下 ; 
(1) Elifas "la, [7] ao -as 各 不 相同 
(2) мха, sx DC) (1 
定理 174 中 的 TI] 一 55] 在 Е" 中 成 立 , 16] 一 18] Æ ЕЧ 中 
引进 DCA)》 和 DO) 后 也 成 立 ， 
定理 17.3[31 和 定理 17.4[3] 也 记 作 “I_)”. : 
定理 17.4[7] 称 为 项 雁 在 律 , 记 作 “(E)”; 它 的 涵义 是 : Fi, 
Е, ЕТ 和 F” 中 的 项 都 是 存在 的 , 即 都 表示 沦 域 中 的 个 体 而 不 
是 表示 无 定义 ， 这 就 是 说 , 这 些 思 辑 演算 中 的 函数 词 都 表示 在 论 
域 中 处 处 有 定义 的 函数 ， 这 种 孙 数 玖 为 全 函数 。 表 示 全 函数 的 函 
数 词 称 为 全 函数 词 . 因此 上 述 各 逻辑 演算 中 的 函数 词 者 是 全 函数 
词 . 
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在 论 域 中 并 不 处 处 有 定义 的 函数 称 为 偏 函数 论 域 中 的 个 
体 妈 过 偏 到 数 的 运算 而 得 到 的 结果 ,可 能 不 再 是 论 域 中 的 个 体 即 、 
TEREZA, 在 上 述 这 些 亚 辑 演算 中 如 果 要 考 示 无 定义 ,或 者 
说 表示 偏 函数 ,就 不 能 用 其 中 的 全 画 数 词 。 而 可 以 使 用 擎 状 词 , Ж 
状 词 将 在 下 节 中 讨论 ， 

使 用 等 词 和 全 称 量词 ,存在 量词 ,可 以 定义 新 的 量词 。 

ЛХ 17.4 IAG) = z Vsy[AG2 A AG) 一 xm 了 ] 

ILAG) = u S| AGO Л УуГАСУ) > x=zy1]] 

存在 量词 x 是 “有 纪 即 "至 少 有 一 个 x” 的 形式 化 。 这 里 的 
Ix Ж mix, 则 分 别 是 “至 多 有 一 个 x” 和 "恰好 有 一 个 x** 的 形式 
dt. ASEN, Se HERRA z”, 

定理 17.5 Fr; 

071 ЗАС ЛӨУЕСТЕРДЕУ) 
[2] шхАООУ--акәуГА(у)-ехшу ПІ 


3 
па 证 定理 ma, 
11.2 证 定理 17.2, 
17.3 证 定理 37 .5， 
17.4 ЖОҒ ды: 
(11 ашы-узіхшеае->хсаь | . 
[2] AGH a A vy[amraossmay]] 
[3] AG, b) Hyry [zma A yzzb—A(x, y)] 
Га] AG, )F—3xy[xwsa Aymgb A A(x, y)] 
17.5 在 Fw 中 作 以 下 的 定义 : 
ААЛА та A A tt AS) A Aapa 
А.М VA = a CA М УА V Aapa 


D 信函 数 一 词 与 克利 尼 〔S，C. Kleene) 1952 中 的 partal function 是 有 区 SÀ 
的 。 在 砚 利 尼 :952 中 ,处 处 有 定义 的 和 不 是 处 处 奇 定义 的 函数 乔 称 为 partial 
function, 故 处 处 有 宠 义 的 函数 包括 在 partial function 之 中 车 为 送出 。 ME 
жа ата ОЛЧЕ Е ААН, 
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ыж) = х 
ke 一 (YI 
Jr а Қа» е, а) Уын ба» 95,9) 
рео = а к Ех 
Зк бка ооо Xap) 一 上 ЈО УА Он) 
pa х.) = ж кы, 
а, 5, a Map C n) A Jarpa ес а) 
М.хА (a) аа (з ео 10 VALID] 
或 = хам JA] 
BRACI) 一 a BK -Km[ FE) A] 
NallA(K) = a Ұқ, xs H [AG DA ААО) 
En CITERET ETD] | 
日 exAfx) =a IX [J е хау ЛА АСА)А»- A ACn) 
АЛМАС мх 35311 


IHRE (а КАРТЕР ТАН ТЭН ИИК Aada 
а.лА(х), ml1x 和 (x) ,mlxA(x》 的 涵义 ， 


11.8 在 Ғ 中 正明 : 

D] зах), = оха JCs >>> ха) АА(х)1 
Гг] я.дха(зД--З,хА (к), а, ЦхА (с) 

[3] АС) AG) 

[+1 TBA) x) 


88 & R Jd 


设 ?是 一 个 性 质 ， 我 们 以 “P(e)” 表 示 * 8 P EBR, 以 “zx 


P(x)” 表示 那个 有 了 性 质 的 *。 Pi, PO) 是 说 * 是 大 于 7 的 最 
小 素数 ,那么 就 有 


1) 


PKx》 = 11 


我 们 规定 。 对 于 给 定 的 P。 当 有 唯一 的 * 使 得 PC*) 成 立时 , 我 们 
可 以 说 PG) 是 存在 的 ,并 且 也 可 必 说 PO) ЖАД. ЙІ 
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іг, FEER P， 我 们 可 以 说 PO) 是 存在 的 , 也 可 以 说 1), 
ZTA : 
asP (<) > 9 
等 等 。 但 是 ,如 果 没 有 = 使 得 PO 成 立 , 或 者 不 止 有 一 个 = RS 
ро) 成 立 , 即 有 P 性 质 的 = 不 是 唯一 的 ,那么 说 rxPCx) 存在 ,或 
者 说 РС) ЖАНЫҢ, Е Т. Piku, 如 果 PO) 是 说 
< 是 7 和 11 之 间 的 素数 ,那么 
жб) 存在 
эхР(я) = 11 
эхР(х) 六 11 
这 些 命题 就 都 是 候 命 题 , 因 为 没有 * 使 得 PCz) 成 立 : 如 果 РО) 
是 说 x 是 7 和 15 之 间 的 素数 。 那么 上 让 的 命题 也 都 是 候 命 题 。 因 
为 使 得 PCx) 成 立 的 = 不 是 唯一 的 , x 可 以 是 11 或 者 是 13。 
我 们 说 РО) ЖЫҚ 8, 就 是 说 有 唯一 的 使 得 P(z) 成 立 的 
+ 并 且 这 个 x 有 人 性质 0. 
远 辑 演算 中 的 一 元 命题 形式 BCx) 可 以 表示 x 有 某 个 性 质 .我 
们 以 эВОО 表示 那个 有 某 性 质 的 z. zxBCx7 KARRA. EE 
节 中 我 们 要 使 用 远 辑 演算 的 工具 来 研究 摹 状 词 的 逻辑 性 质 太 及 关 
Tm: Z. 
定义 18.1 (ERE) 

DG) OAB =a [TB ry ААОУ? 
Я ВОО Я, ох 称 为 幕 状 算 子 ,BCx) 称 为 ?x 的 连 
BR, зх HR + BIERES, 称 为 革 状 变 元 ，A(rxB(x7) 称 为 
nB) KRR O) 称 为 BO 的 辖 域 的 标志 符 (简称 为 Ba) 
的 标志 符 )， 

当 zx 在 某 一 公式 中 出 现时 , 我 们 也 说 х 在 这 个 公式 中 约 来， 


1) нунан ЖАСА. N、Whitehzad) Ң 9% СВ. Russel) ` 
I910 一 1913 фин жен. Біле, DO FREES f 
[zxB(x)] SERET ERMEER. 
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因为 根据 DG) ZEA hinast, x 在 其 中 是 约束 鸭 ， 
化 状 词 可 以 用 来 定义 项 , 便 如 
а = st 1xBCx) 
Қа, `` 8.) = a zxB(a; 5-55 Gas X) 

关于 定义 18.1, 我 们 要 作 以 下 的 规定 和 说 明 ， 

Соя жа а ЕЕ ЕН ЖЕ ЗА ҒӘ. 我 们 
Е ТЕН IRERE S A 2 和 加 斌 标的 +G 一 1， 2。 
3,。'…) 表示 任意 的 昔 状 符号 . 

(O анте ЫЫ”. 毫 状 词 在 它 所 在 公 
式 听 的 辖 域 是 由 它 的 标志 符 来 标明 的 。 例 如 , ?xBCx) 出 现在 
2) etA- + > 
中 ,我 们 规定 它 在 2) hiba at ааа ар С ANIA 
MERR AGBC). В, SiE DG) 在 2) HHR BGD 
时 ,就 是 替 除 其 中 的 《2AKszB(xz7)。 因 此 有 

ee (DACAR 5 
та -YL By] A AC] 
AUR ASE келини А НАРО А, ТАЗА 
词 的 结果 就 是 不 确定 的 ， 
例 1 在 合式 公式 


G) —F(zxB(x)) > С(а) 

中 ,没有 标明 ВО) АВВ. EORR Ы A =a, Bl 
(2) 下 CDECxBCD7 - Gla) 

G> OEB — GG) 

a) OTF EBE) — 60821 

而 在 Q); (3), (4) 中 根据 DCr》 堆 除 擎 状 词 ,就 分 别 得 到 

(5 тізу хі ВС) ry АР(у):-> Са) 

<>; ЭуГмх[ВСк) «хаду A —F(y21—* G(a) 

90) 3y[Yx[B(x)——x==y]A СВО) > С(а)1] 


显然 ,如 果 像 《1) h IRR E. ЗНАВ ЕЕН К 
确定 了 ， А 
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但 是 ,我 们 规定 , 当 擎 状 词 是 以 它 在 其 中 出 现 的 最 短 的 命题 形 
式 为 辖 域 时 , 它 的 标志 符 可 以 省 略 不 写 ， 例 如 OAE] 


可 以 省 路 其 中 的 标志 符 而 写成 зуГтхАООу1. (BA 
3) IOA) = y] 

却 不 能 省 略 其 中 的 标志 符 而 写成 

4) Зу[охА(х) = y] 

因为 分 就 是 Зу 1[охАСх) шву], 而 这 应 当 是 

5) 3ByG2[2xAGO8my] 

的 省 略 号 法 ,而 5) 和 3) 是 不 同 的 


. 《三 ) 关于 多 个 莫 状 词 的 在 除 ,要 区 分 替 除 同一 个 莫 状 词 和 替 
除 不 同 的 儒 状 词 两 种 情形 。 下 面 先 说 同一 个 摹 状 词 的 替 除 ， 我 们 
规定 相同 的 药 状 词 必须 有 相同 的 摹 状 符号 ,相同 的 幕 状 变 元 ,和 相 
同 的 摹 状 算 子 辖 域 ， 因 此 ,zxA(x) 和 nxA(x) 是 不 同 的 ; Аб) 
和 AG) 是 不 同 的 ; mAG) 和 BO), 4 AG) 和 ВО) 不 
同时 ,也 是 不 同 的 . 

当 同 一 个 擎 状 词 ?xBCx) 的 不 同 出 现 有 相同 的 辖 域 时 ,就 按照 
DG) 一 次 将 ?xBCx》 埠 除 〔 见 下 面 例 2 中 的 (1))， 如果 ВО) 
的 不 同 出 现 有 不 同 的 辖 域 ， 就 要 分 别 在 它们 各 自 的 辖 域 中 来 蔡 除 
《 见 例 2 中 的 C2)). 

例 2 在 合式 公式 
a) CFCxBCx)) — G(xBG221 
中 , 摹 状 词 xBGO 的 两 个 出 现 的 辖 域 是 相同 的 , 故 莫 状 词 的 替 除 
如 下 : 

C1) =a ЗуГМ BGx2<—xmgy] A FO) —>GO)] 

合式 公式 
《27 G2OFGxBGO22 — GCB) 
中 ,mxBCx) 的 两 个 出 现 有 不 同 的 辖 域 , 故 摹 状 词 的 在 除 如 下 : 

《27 =u By[Vx[ BC) хару] Л Е(у21 

-> гуГУхГВ(х)<->хзау1АС5у21 
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«р жаан е но, ВО За 
зра ЗК А ВТС FEA 3 中 的 (1》, 也 
Зр а ОЙ 3 中 的 (2))。 КИЕ ЖІНЗЫА 
词 时 , ГОД SRE ZE B АК id, ыы 
简单 地 说 ,就 是 先 里 后 外 . 
至 于 两 个 不 是 套 起 来 的 不 同 的 摹 状 词 ， РРО 
Из 在 合式 公式 
o -- GODAU Qa BA), 9» 
rh, ARE xBCx》 出 现在 另 一 个 擎 状 词 的 擎 状 算 子 y 0 88 8 
COB), y》 之 中 :因此 在 (1) 中 和善 除 蔓 状 词 的 过 程 如 下 : 
(1) =a Iul Yl ВС) ва AG2AGyCG. y221 
та Bx Ух ВС) хан ] A 
apC peyna 
在 合式 公式 
(63) OD A BG), 1B) 
цо, НІНЕ aBC) 和 wxBlx》 不 是 套 起 来 的 。 我们 可 以 先 
BP тоң Ы) MARR aB), A 
О) =ar Зух BK my] A G2AGy.3;xB,Cx22] 
=u Jy [Yx BC) sy] A 3z[Vx[ BCI] 
А Лао, ОП 
CR) ATRE OAO) ЕН ie h s 
形式 或 合式 公式 , 我 们 要 规定 ?在 Ау) 中 是 未 经 约束 的 ， А 
中 所 有 未 经 约束 的 约束 变 元 都 不 在 BO 中 约束 ; 并 规定 x 在 
BCx》 中 是 未 经 约束 的 ，BCx) 中 所 有 末 经 约束 的 约束 变 元 都 不 在 
AG) FRAR Bih 我 们 还 要 规定 , 如果 MABO ER 
Ох» с: Олж, ЙОВА БОЙ ту, tt Imn 的 辖 域 中 出 
现 ,那么 ,使 用 DO PRERA RPAH у, 使 它 和 totta 
Xas уз 7779 ya 都 不 相间 .读者 不 难 举例 说 明 , 如 果 违 反 上 述 规 定 ， 
则 替 除 擎 决 词 后 得 到 条 公式 将 不 是 合式 公式 或 命题 有 形式， 
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ФУ 18.2 ЕпхАСО-а By[=>ACG)ssy],Jkrh8 y RE AGO 


PHR. 


设 工 和 A PARR ЖЕГЖАННЕН DO нан 
分 别 得 到 Г, 和 А). 那么 ， 说 在 带 等 词 约 谓词 演算 中 引进 定义 
ро) 后 有 TH 一 不成 并 ,就 是 说 FA RE. 

我 们 规定 ， 如 果 夺 引进 定义 Do ---, D。 后 TH 一 A 成 立 , 那 


Aw» 
ба 
定理 18.1 Е"; 
[11 ElmACO Ey YL AGO > иву) 
[2 ElszAGOLI3tzAGO 
[31 ACBD EBG) 
[4] УхАОО,Е! ВО) тхВ(хУ) 
[5 EtA ACOA) 
[6 Вк) ава. DAC) — AG) 
[7 BB GO САС ВС) ACB о) 
[8 GD 一 amYx[AGCD sal 
[9 СА СаВС) ау ВС аву ЛАС) 
010] EAG KAGA) 
[11] E:smAGnyB(y2)RElznyBGy) 
[12 bgel] =a 


我 们 选 证 [11 一 [4]， 
证 [1j 先 证 从 左 到 右 部 分 : 


Ы) 


《27 
(3) 


442. 


Ух[А (х) хва] Aab 取 a,b 不 向 , 习 不 在 


ALx》 中 出 现 
УТ АСх)< ха] (ОСА ә 
Зуух А хау] сха» 


(4) EAC) 


(5) ЗуГохАСх) зу] СОЖ Ў 18.2 
(6) 3Byz[Vx[AGx2—x=zz]Az=zzyy] (DDO) 
(7) 3Byvx[AGO<——*xzsy] GX 5 
其 次 证 从 右 到 左 部 分 : 
(89 Yal AC) xes] RaRE AG) 中 
HR 
(99 аша ао 


(10) Vx[ AG)>xma] Даша СООХЛЬУ 
an зу Ух AG) amz] Amy] OE) 


(12) ЗуГокА Сх)зу] QDDG) 
(13) ЕһхАСОӘ 《12) 定 义 18.2 
(14) Syvx[AG)+——x==y] 

(15) ЕүәхАСк) аза.) 
证 [2] 它 可 以 由 [1] 和 定理 17.5[2] 得 到 ， 

证 [31 


(1) CABG) 
Q) Sy[Vx[BGO<——x=y] AAG2] D DO) 


(3) Зуух ВО)» каву] Q) H F* 
, (90 E!tmBGO G> [1] 
证 [4] 

(0) УхАОУ 

Q) мх[В0)«—хава] Жа 不 在 АСУ 
和 Ва) 中 出 现 

G> AG) аху-2 

(4) ух[ВСк)«— хава] Л Аба) CINAD 

(5) [vx BGI ДАО) ОХ) 

(62 СА СВО)? (DG) 

(” E11xB(x) 

(8) зуухВ(х)«-әхагу| CDLL 
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(9) С2)А окВ(ку) Wa- 1 

ахВ(х) ЖЕНА е BSN. АПАА BOO) 是 必定 存在 的 (也 
就 是 说 它 必定 是 表示 论 域 中 的 个 体 的 ), 那 么 就 亦 当 有 
7) VAGY ACBG) ) 
然而 7) 是 不 成 立 的 《〈 读 过 笋 四 章 后 可 以 证 明 ; 我 们 只 有 ж181 
[4 JED 

VxAGO, ELB) CACB) 

Э ВО) AR- EFEN, аЙ, АЛМАН ЖАНЕ 
义 或 者 说 表示 偏 函数 . 


习 题 
18.1 证 定 悍 18.1[5] 一 [12]， 


пон 函数 


在 上 两 节 中 我 们 说 明了 PF"*《 包 轿 УА аА 
词 ,会 函数 词 表示 的 函数 是 全 函数 ;因此 ,如 果 要 在 A ЕЧ) 
中 表示 偏 函 数 ,就 不 能 用 其 中 的 磷 数 词 ,而 可 以 使 扑 擎 状 词 . 在 本 
池 中 我 们 要 构造 另外 的 带 函数 词 的 谓词 逻辑 ， 使 得 其 中 的 盘 数 词 
所 表示 的 函数 可 以 是 全 函数 ,也 可 以 是 偏 函数 . 

当 函 数 词 表示 全 函数 时 。 由 函数 词 生成 的 项 仍 表示 论 域 中 的 
Кк. мазан, 由 函数 词 生成 的 项 可 以 表示 论 域 
中 的 个 体 , 也 可 以 表示 无 定义 。 因此 我 们 在 本 节 中 将 要 构造 这 样 
的 带 函 数 河 的 谓词 逻辑 ,其 中 的 项 可 以 表示 无 定义 ,因而 可 以 是 不 
存在 的 这 种 请 词 逻 辑 中 的 形式 推理 规则 与 Ft 《包括 Fo) 中 的 
自然 应 当 有 所 不 同 ， 例 如 , Ра" 《包括 БО 中 的 全 称 量词 消去 党 ; 

СУ) ЖАОУР-А(4) 

在 将 要 构造 的 系 绕 中 是 不 适用 的 , 它 应 当 改 为 
МхА(х), E1 а-- Аа) 
为 这 里 的 项 是 不 一 定 存在 的 ， 这 条 规则 同上 面 的 CY-) 相 比 , 是 
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АЛЕ, 

先 陈述 下 面 四 条 形式 推理 规则 : 

(L) УхА(х), Еа -АСа), 

(95) Аба), Е1а|— IAW A AG) 是 由 AG) 把 其 

rh a 的 某 些 出 现 蔡 抱 为 x 而 得 
(n) Е':— (а, a) 
(Е) Га ` 
Қа» +++, ea) Ela, Ж a BE alim, e 
п) КРД. 

Ра, 在 FE 中 把 CY-) 和 (Һа СУУ SC, 3. me 
(E ), 就 得 到 谓 证 逻辑 Fin, 在 Е" hie (У), (3.5, (L) 换 为 
См. ), (34), (L), 并 且 加 进 《E')， 就 得 到 谓词 逻辑 РУН, 

Елін (LD, (33), G) A ED, 23] F фра ӘН 
сары (LD 和 《E) 诅 比 ,都 是 较 弱 多 推理 规则 ， 前 面 这 匹 条 推理 
规则 中 的 函数 词 可 以 表示 全 熏 数 或 者 表示 偏 函数 。 而 后 面 四 条 推 
ЖАЛ НАТ АНАР АЖА НА СМ), (3), (1) ж Сек 
称 为 全 称 量词 加 消去 律 ,存在 量词 弱 引 入 刊 ,等 词 强 引 人 委 和 项 弱 
可 在 刊 .由 于 它们 都 涉及 于 的 存在 栏 问题 ,所 以 在 它们 的 记号 中 都 
加 上 表示 在 在 性 的 记号 "El1* 中 的 “1”, 以 便于 识别 。 

ке 《包括 Fu) ЧЕРНА ДІ. "(а МОН 
Еч? 《包括 РТ) 900, ВНЕ АНТА 88, 因此 在 它们 的 
名 字 中 也 加 上 了 “1”. 

(E) 包括 两 条 推理 规则 ， 当 单独 引用 时 , 我们 把 其 中 的 第 一 
条 ( 即 EDIE E ERP R RA Fas, and 
Ela, RPR a RES aG = 1, ---, n) 的 子 项 ) 记 作 “CED”。 注 
EED 中 的 а, -ts а,) 是 原子 公式 。 

下 面 来 说 明 这 些 较 卉 推理 现 则 的 涵义 . 

全 称 量词 弱 消 去 律 VO 反映 痊 绎 推理 中 这 桩 的 规 幅 ， 如 果 
论 域 中 的 所 有 个 体 都 有 某 性 质 (相当 于 YAO MLRS 
中 个 体 经 过 臣 数 的 运算 而 得 到 的 对 象 = 仍然 是 论 域 中 的 个 体 〈 杠 
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当 于 E14), 那 么 。 有 某 性 质 ( 相 当 于 AG). 

FERWAR GHY 反映 次 绎 推理 中 这 样 的 规则 : 如 果 
某 个 由 论 域 中 个 体 经 过 函数 的 运算 而 得 到 的 对 象 & 有 某 性 质 〈 相 
当 于 А(а)), Н “仍然 是 论 域 中 的 个 体 ( 相 当 于 Era), 216 
域 中 有 个 体 有 基 性 质 ( 相 当 于 3xA(Cx)》。 

等 词 库 引 人 律 I》 反映 资 绎 推理 中 这 样 的 规则 : 如果 由 论 
域 中 个 体 经 过 函数 的 运算 而 得 到 的 对 象 “ 仍然 是 论 域 中 的 个 体 
《相当 于 El1e), 那 么 “和 它 自 己 是 等 同 的 (相当 于 IC, а). ЖА 
面包 含 一 层 意思 , 就 是 说 , 当 a 不 再 是 论 域 中 的 个 体 ( 即 ETE 
义 ) 时 ,就 不 能 说 它 有 何 种 性 质 ,包括 不 能 说 它 和 自己 等 同 。 

项 的 弱 存 在 律 〈《E'7 包括 两 条 规则 。 第 一 条 《E:》 是 说 个 体 
词 邦 是 存在 的 。 由 于 个 体 词 是 表示 论 域 中 的 个 体 的 ,所 以 《E;) 就 
是 反映 任何 个 休 都 在 论 域 之 中 这 样 一 个 明显 的 事实 .第 二 条 (《E;) 
是 说 ,一 个 由 论 域 中 个 体 经 过 函数 的 运算 而 得 到 的 对 象 ,如 果 是 
处 在 某 个 关系 之 中 (相当 于 ба» tts ass а ao 5555 an H 
任意 一 个 项 的 子 项 ,那么 是 论 域 中 的 个 体 ( 相 当 于 Ela). 8 
是 说 , 对 于 不 是 论 域 中 个 体 的 “( 即 “是 无 定义 )。 它 就 不 处 在 任 
何 关 系 之 中 ,“ 

由 以 上 的 说 明 可 以 看 出 ,F”% 《包括 Fi 中 的 项 所 表示 的 对 
象 可 以 是 论 域 中 的 个 体 , 也 可 以 是 无 定义 。 这 就 是 说 , е" 《包括 
Fi) 中 的 函数 词 表 示 全 函数 或 偏 函数 ， 

下 面 我 们 列 出 F", Е, pas, көз 的 推理 规则 : 

Е: (6,69) 6), (L), G.) 
Ск), С), Сон), О) 
к"; (€)xÇ—-) (Vr), (I-J, (4), (Е) 


Се), С, Сэ»), Ст.) 
важ; (OCA) Сла), СМ, С) Ces), СУ, ба.) 
аә, а.) / 


G), ССМ), оС) (6,68) 
кең; KDA -D СА), СМ) С) С), CL) (8), 
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ас, 20), CE) 

G). (7), (VO), Co, МЭЛ C), (9) 
上 面 各 个 谓词 逻辑 的 挫 理 规则 都 写成 琴行 ， 上 面 一 行 都 属于 第 一 
类 ,它们 直接 生成 形式 推理 关系 , 下 面 一 行 都 属于 第 二 类 , 应 用 它 
们 能 由 已 经 生成 的 形式 推理 关系 生成 新 的 形式 推理 关系 . 

下 面 我 们 要 作 一 些 有 关 符号 写 靶 的 规定 、 шағ, P, бае, 
“在 和 至 "的 右上 角 省 现时 ,关于 它们 的 次 序 , 我 们 规定 “f" 出 现在 
所 有 其 他 符号 的 左 方 ,“!”* 出 现在 所 有 其 他 符号 的 右 方 ,1” 出 现在 
“” 的 左 方 . 


为 了 书写 的 方便 ,我 们 还 规定 以 
ж 
ка 
Еж 
因而 分 别 以 
ре, е 
қт 
көрмен 


其 中 ”与 *“*” 是 不 同 的 。 我 们 可 以 读 “F*” 为 中 天 星 ”, 读 “F*” 为 
59 FKE”, “FHRA “F EL”, “Fo TLRS ро, 
“pue 和 "Fa 可 以 分 别 读 为 “ea н? F E, 
如 果 在 调 词 逻 辑 中 加 进 命题 词 和 相应 的 形成 规则 我 们 就 泪 
到 带 命题 词 的 亩 词 罗 辑 . 对 于 带 命题 词 的 谓词 逻辑 ,我 们 在 它 的 名 
字 右 上 和 角 的 各 个 符号 《如 “所,，“I”，“*”，“”,“1”) 的 左 方 加 上 
р". Мат, ЈА, СЕН Е 得 到 Е, H F* 得 到 Pex, 
НЕ" 得 到 Рич, Ре 得 到 Б" SE, 
定理 19.1 F*, 

11] < 对 一 和。 

[2] аш, bcar 

[3] Ala), тар AC) 

[4] Ala), TIAC e% h 
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(51 АСӘН-УаГатк-, ACx)] 

[6] Ilam AAC] ACA) 

E7] Vs[ mx — ACx)], Eta ALa) 
[B] А(а), Еа -а«ГатхА AG2] 
[9] Е12|—Е12, b 是 = 的 子 项 

以 上 的 АСУ 是 由 A(e) Нам Н Жіп, 
AG) 是 由 ACs) 把 其 中 = 的 某 些 出 现 蔡 换 为 而 得 . 

证 [1] 和 定理 17.4[1] 相同 ， 但 它们 的 证 明 却 不 同 , 因为 在 
Ве HRA ОО 而 共有 《If)。[1] 的 汪 明 如 下 : 

(1) amb 

(2) Ela XED 
G> ama (ОХ) 

人 4》 bma 6962) 

[2]; 131, [4] 分 别 与 定理 17.4 的 [2], 131. [4] 相同 , 证明 
方法 也 相同 。 [5] 和 [6] 分 别 与 定理 17.415] 和 [6] 的 从 左 到 而 
祁 分 相同 ， 证 法 也 相同 。 定理 17.4151 和 161 的 从 碳 到 去 部 分 在 
Ее 中 要 林强 形式 前 提 后 才能 成 立 , 这 就 是 [7] 和 [8]. [7] 一 [9] 


的 证 明和 如 下 . 

证 [7] 

I (1) Vx[amx— AGD] 
(2) Ela 
G> ama — Аба) (XOX) 
с; аша CX) 
G> Аа) GXXX =-) 

证 [8] (1) Ala) 
(23 Eja 
(3) 7 аша ох) 


G) аа Ala) Мер») 
G) Bx[amzxAAG21 (4020025 
证 [91 (1) аша Ша Жет 
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[65] El Сез) 


G) Ela 
Gá) Ях[а2х] (ЖХ 173 
(5) кі оха) 


定理 19.1 的 [1 一 [5] 在 Fit PRRI [6] 一 [9] Æ F 中 
引进 DCA) 和 DC3) 后 也 者 成 立 ， 

定理 19.1[3] Wit “A”, 

由 于 (ЕТ) 的 推理 规则 在 FO 中 都 成 立 , 故 可 得 下 面 
HEM, 

定理 ]9.2 FCF); TA = FFD; re Alt 

定理 193 设 Ft 是 白 F 把 推理 规则 (У), aE 
RRA VD GD ао, (е) 四 条 而 得 ; 了 是 由 F 把 推理 规 
И] СУ) АСМ) EE) 三 条 而 得 。 则 有 

ПІ ЕЗГЕ-Аө->Ғ” TA 

[2] F": TEA +F}: TiAl 

比较 pt 和 F* 的 推理 帮 贡 。 可 以 看 到 它们 都 是 十 八条 ,其 中 
有 有 十 七 条 是 共同 的 ,另外 的 不 相同 的 一 条 在 Ft 中 是 CE), 而 在 F* 
айі ED. FE 和 РЧ 的 推理 规则 也 有 上 面 所 说 的 一 条 不 同 而 
其 会 各 条 都 相同 的 情形 。 不 同 的 一 条 也 是 FE 中 的 CE) 和 F" 中 
Юю (ED, 这 一 情况 有 助 于 进一步 说 明 在 本 节 和 517 中 已 经 说 过 
的 事实 : F° 或 Fb CUE F 或 EP) 以 及 Ре 《包括 FD 中 的 
函数 词 都 表示 全 夯 数 ,而 Be( 包 括 Fe) 中 的 函数 词 则 表示 全 函数 
RAEM. , 

在 下 面 的 定理 19.4 和 定理 19.5 中 ,我 们 还 将 把 F* (包括 Fa) 
жік" 《包括 FO 的 推 迎 规划 写成 另 一 种 形式 ， 为 此 , 光 要 作 一 
些 规定 。 我 们 知道 ,在 不 包含 函数 词 的 FI* h, СУ), (96), GO, 
ас 是 以 下 的 推理 规则 : 

СМ) МАСЕ Аа) 

сы) А-А), Жері AGO 是 由 А(а) 把 其 中 

的 某 些 出 瑰 替换 为 x 而 得 
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G€ 


ао IG, а) 
EZTA АНЕ 


А(а), Ka, Ы-А05), 
HPR 其 些 出 现 茜 换 为 b 而 得 


中 的 АО) 是 由 Аа) 


СТЕ" 和 ЕЗУ, (УС), 


Ga), п), ао 就 不 是 上 面 这 


LEA 


EAN, БІЗІ, СУ) 就 


是 


МХАСх)1— A Ca) 


是 我 们 者 定 ， 在 包含 函数 词 的 


Заа 


НАН БЯ 


З, НЕН ИМЕН 


ARW “a” ЖЕКЕ ОИ ШІН ЛДЫ 9. Я 


使 


用 这 个 规定 的 机 会 并 不 多 ,我 们 不 再 给 〈v:) 等 另 起 名 字 。 


定理 194 it 是 由 下 
Ж (ух), G, M) (E) 
则 Си), Q) RRRA VD 


ПІ Ес ГА <Б: T 
[2] Е": ГА <> Е: Г 


ЖЭ 195 设 Fr 是 由 F* 


EEEN C-D 0D 
JREF 是 由 Ре 把 推理 规 
G, G€) 三 条 而 得 。 则 

|A 

all 

把 淮 理 规则 Су), G) ED 


ША (УЫ GD 0 SR RER E) 中 的 《ED 而 得 ; 


Fi' 是 由 了 es 把 推理 规则 O) 
RAAR ED MA. W 
1) EF: A< FM: 
[2] Е: Г-А<> Е: 
将 FA A EOT Е 3 
得 在 第 二 章 中 讨论 无 翌 讲 范式 形 
陈 问 题 ($28) 时 比较 方便 ， 
对 于 各 等 词 的 谓词 返 辑 Е", 
可 以 构造 分 别 同 它们 等 从 的 Fie 
шын Р, F 等 构造 Po 


А] 


зау ка Cry, GG) 两 


ra 

Tall 

ЖЕМЕУ 和 RE, 可 以 使 
式 证 明 癌 题 ($27) MARTA N 


> F°, FU 《包括 F‘, F, Р), 也 
+ FP, FP (ЕЗ Fe, EV, 9, 
等 的 方法 相同 ,不 再 详 述 ， 


定理 19.6 U) FŒ: Te AR ):Ti— A 


7 4190- 


[2] EES: TA <> FEEN: TIA 
[3] FEET A «> FENTI Al 


3 = 


18.1 证 定理 19.4。 
19.2 证 定理 19.5, 
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第 二 章 逻辑 演算 的 系统 特征 


我 们 在 第 一 章 中 询 造 了 一 系列 的 逻辑 演 第， 有 逻辑 滨 算 都 有 先 
为 一 个 形式 系统 所 具 有 的 某 些 特征 、 这 种 系统 特征 往往 是 几 个 有 
关 的 逻辑 演算 所 共有 的 《例如 范式 ), 甚至 是 所 有 的 逻辑 演算 所 共 
有 的 (例如 等 信 公 式 的 可 替换 性 )， 因此 , ПЕНЕН ТЖ 
逻辑 滨 算 之 后 就 研究 它 的 系统 特 钙 ， 硬 是 集中 在 一 掌 里 结合 有 关 
的 逐 缉 演算 一 起 加 以 研究 . 

本 章 中 将 研究 逻辑 演算 的 一 些 主要 的 系统 特征 。 还 有 两 个 特 
别 重 要 的 特征 ,可 洁 住 和 完全 此 ,我 们 将 在 第 四 章 中 研究 。 
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设 A 是 4 元 命题 形式 。%，。…, x, 是 A 中 所 有 的 未 经 约束 的 

HRED. RME I 
VA = < Vx." "x A 
当 a= 0 即 & 是 合式 公式 时 , 令 
МА = ц А 

引 理 201 х 是 命题 形式 A 中 末 经 约束 的 约束 变 元 、 见 
УАР-У6:А|, А 

ШО A = AG tts Xa) Xu Сэ ARMARE 2 
WRR ET ОНА вано х. ТАН 

VA = Ме X AG. > x.) 

МТА | = Vs 
令 аз “за ВЕКА, ЖЫТ * 的 ,也 不 在 4 中 总 现 的 个 
Жая. ВН (У), 98 
о» Va XAG. teta Xa) 
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Yx nt АЙЫ» 259 ач ay ын» ж) 
由 (1) 经 使 用 CY4), 可 得 
ЕЕ A Rs Teto Ra) 
ЕЕЕ ТЕТЕ сеа жоу аз Xens 777 Xa) 
这 就 证 所 了 本 引 理 . Il 
引 理 20.2 111 УГАА Т-ТА 74/1 
[2) YIA=>A'], VIBB | 一 YA 一 Be 
A >B] 
BI МАС) A GOIH YE YxA(x2 
WA) 
证 “我们 选 证 [1] 和 [31。 设 由 上 和 A 把 其 中 不 同 的 未 经 约 
东 的 约束 变 元 分 别 替换 为 不 同 的 并 且 不 在 点 中 也 不 在 A 中 出 现 
` 的 个 体 词 ,从 而 分 别 得 到 A, ЖА. СУ), 


a) VAA АА 

важе 

©) МА А-АА 

由 A, 和 Ai BA БАНАН НА ЭКИЯТ E 


元 ,就 得 到 原来 的 上 和 А’; В TASTA 就 得 到 —A— A. 
这 样 ,由 C2) 经 使 用 CY4), 就 得 到 [1]. 

їн Аба) ЖІ АО) 把 其 中 除 x 外 的 不 同 的 未 经 约束 的 约 
ME r ay Ал ЖЫН ЖЕ АО) 中 也 不 在 ACx》 中 出 现 
的 个 笨 词 ,从 而 短 到 AGO ЖАДО. 根据 引 理 ?201 有 
B) VLAG A'a) I vx[A Ск) А100] 
由 (3) 显 然 可 得 
со УТА С) A Cx) ПА, (х) YA) 
由 А (к) 和 Ах) 招 其 中 经 上 述 蔡 换 而 出 现 的 个 本 词 替换 为 Bá 
来 的 约束 变 元 , 就 分 别 得 到 原来 的 ACx》 和 AGO: 这 样 : 由 
VA DSV A) 就 得 到 УхА Ск) «э кА' (х). TÆ H (4) 2 
EE (У), #88131, И 

前 面 讲 过 ,使 得 АРВ 成 立 的 合式 公式 A 和 3 是 等 值 公式 ， 
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1 А 
AHB 就 是 说 АВ 是 重 言 式 。 因 此 ,使 得 АВА 
4 和 3 是 等 值 公式 . 

当 A 和 B 是 命题 形式 时 ,我 们 说 使 得 V[A—>B] 是 重 言 式 的 
4 和 了 B 是 等 值 公式 . 
定理 20.3 (ШАҒЫНАН ЕШ) 设 B 和 C 是 等 值 公 
式 ,其 中 的 B 和 C 是 合式 公式 或 命题 形式 ;由 和 A 把 B 在 其 中 的 
某 些 出 现 替换 为 C 而 得 到 了 ЖА, 那么 
[1 АНЧА 
21--Ае>Рр-а” 
ІЗІ Г-А<->ГЕ-А” 
` E 我 们 先 证 明 当 A 和 А 是 命题 形式 时 可 得 
[69] V[B——C]-—V[A—A”] 

HC), A BAC 是 等 乙 的 , 即 МВС] 是 重 言 式 ,显然 可 得 [1]; 

由 [1 又 可 得 [2] 和 [3]。 我们 选择 在 F 中 证 明 (12; 对 于 别 的 逻辑 

演算 ,证 明 是 类 似 的 . (1) 的 证 明 用 归纳 法 , 施 归纳 于 A 的 结构 . 

Ў: АДРА. 因 B 是 A 的 子 公式 , 故 B= А, 因而， 

C= N ARCORE. . 

归纳 A= qA Ж А А, Ж WAG), i$ A = ПА, 

当 B= А HORARI. RIMKE BAAR B< qA, Hi 

定理 15.6[1], B 是 A WFAA. FE A = ПА, ДЙ А 

就 是 当 由 和 经 替换 而 得 А 时 由 А, 得 到 的 。 由 归纳 假设 ,有 

о) Уве» С-УГА А1] 

RE. НАС), RE 202111818. 

Y[Be >C]| 一 YL 一 Ai 一 Ai 


这 就 是 (1). 

W A = A. А, A 中 的 未 经 约束 的 约束 变 元 不 在 A ht 
RA 中 的 未 经 约束 的 约束 变 元 不 在 A 中 约束 . 与 上 面 的 情形 相 
同 ,我 们 假设 B 关 A 即 B 关 [4 一 如 ]. 由 定理 15.6[2]，B 是 A 的 
FARREA ЮРА. 于 是 有 А = А А, Йу А А 
就 是 当 由 人 经 替换 而 得 A 时 分 别 由 A 和 A, 得 到 的 ， 由 归纳 
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假设 ,有 C2 和 

(3) v[B—c]—vV[A,— Al 

成 立 ， 由 C29 和 C3), 杠 辊 引 理 29.2[21, 可 得 
УІве-СІҺ-МГА.-» AA — А) 

这 就 是 (1).。 

设 А = МА, (к), x 是 A.G) 中 的 未 经 约 京 的 约束 变 元 Б 
设 B= À BU BAVA) MEMI 5613] BE ACO 的 子 公 
A. 于 是 А 一 AG), 其 中 的 Аб 就 是 当 由 AA 经 替换 而 得 
到 А" 时 由 Al) 得 到 的 。 ШАМЫ 
69) ， МЕВА] МГА) А1001 
由 42, 根据 引 理 202[3] ,可 得 

УІ В---СІР-УГУзА (х)е->ҰхА,(х)1 
这 就 是 C1), 到 此 证 完了 归纳 部 分 . 
由 以 上 的 基 始 和 归纳 ,就 证 明了 (1)。 1 
Al 因为 
МЕС) = С) 269216690 
VY[wyz 一 H(x y, 22-> —yzHÇz, y, 2)] 
都 是 重 言 式 ,所 以 故 可 得 
МА СЕСК) 一 GGO]VYyz 一 Hz у, 2)] 
F-Hyx[ ва) V GO) V -зу2 х,у» 2)] 

等 值 公式 可 替换 性 定理 是 滴 ， 在 命题 中 把 某 些 部 分 命题 替换 
为 分 别 司 它们 等 价 的 命题 之 后 ,所 得 到 的 命题 滞 原 来 的 命题 等 价 ; 
并 且 , 命 题 之 间 有 没有 演绎 淮 理 关系 ,在 把 其 中 的 某 些 部 分 命题 替 
换 为 等 价 的 命题 之 后 ,是 保持 不 变 的 . 

下 面 我 们 研究 项 的 可 替换 性 问题 . 

定义 20.4 оер = y Era V Eb ашр 

ab 和 amb 不 同 。 但 在 F* 中 ,由 于 项 都 是 存在 的 , 故 amb 
Жала» АЯНЫ, amb 是 说 ，s 和 “或 者 都 不 存在 :或 者 都 存在 
并 且 等 同 。 因 此 , 当 ам 是 重 言 式 时 ,我 们 也 说 “和 二 是 等 同 的 ， 
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Hika Ms 为 等 项 . 这 就 是 说 ,两 个 不 存在 芍 项 也 称 为 等 项 . 对 于 
项 形式 = 和 5, 当 Vim] 是 重 言 式 时 ,它们 也 称 为 等 项 。 

ЖЕНІЛ ” 短 项 的 可 蔡 换 性 定理 а 和 ?2 是 等 项 。 其 中 的 
“< 和 二 是 项 或 项 形式 ; 由 T 动 A 把 “在 其 中 的 一 个 或 几 个 出 现 替 
RA mE Г MA. 那么 有 

[1] АНЧА’ 

[2] Б-А<> А, 

ІЗІ TAS ra 

证 我 们 先 证 明 当 A 和 A 是 命 恶 形式 时 可 得 
(9 Yab] YAA] 
由 K1) 就 得 到 [1],[2] 和 131. CD KEA ДЕ, ЯНҒАН) 
结构 。 

基 始 ，A 是 原子 公式 。 在 A 和 А 中 把 所 有 不 同 的 未 经 约束 
的 约束 变 元 《包括 a 和。 中 的 约束 变 元 ) 替 闹 为 不 同 的 不 在 人 和 
A 申 出现 因而 也 不 在 “和 上 “中 出现 的 个 体 词 。 假设 经 这 样 营 换 
RBAN А 分 别 得 到 合式 的 原子 公式 A 和 А, IB a fi Sy 
别 得 到 项 a Ж b. А; 也 可 以 由 A 把 a 在 其 中 的 某 些 出 现 蔡 
RA ó 而 得 。 根 据 CY-), 可 得 


(2) ТЕ VE! — amb]}—E!a, VE b, — amh, 

由 于 À 和 A АНТАХ, на) НЕН, 有 
(> Eja МЕ! > amb АА: 

由 C2) 和 (3) 可 得 

с’ Y[EIeVEIL — asb] AA: 


由 À, АА ER АНАНАСА 5 096 
的 约 京 变 元 ， 就 又 得 到 A 和 А, 这 些 个 体 词 都 不 在 “ 各 中 出 
现 , 故 由 (32 经 使 用 《w+) 就 得 到 (1 
EARRA ANEA EE 20.3 的 证 明 中 归纳 部 分 的 证 明 是 类 
以 的 。 
由 以 上 的 基 始 和 归纳 ,就 证 明了 定理 20.4. | 
定理 20.5 《等 须 的 可 备 换 性 定理 ) 设 a。 和 5 是 等 项 其 中 
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的 ”和 “是 项 或 项 形式 ; 白 项 或 项 形式 “ 把 = Нот 
蔡 换 为 2 而 得 到 项 或 项 形式 С. 那么" 和 “也 是 等 项 . 上 

定理 20.4 和 定理 20.5 中 的 项 或 项 形式 可 以 包括 由 华 状 词 定 
文 约 ， 在 食 有 摹 状 词 的 情形 下 ,定理 名 证 明 是 类 似 的 . 

Зан БАЕ а ЕНН Ш О. 

нА ERE ENTERRA РАЧЕ ННЯ 
аа; ЙЫН МЕн TENAR НАЧЫ 
都 是 成 立 的 。 因此 在 陈述 这 些 定理 时 , 不 需要 说 明 它 们 对 于 哪些 
ФА. 


3 题 

20.1 证 定理 20.5. 

20.2 给 定 命题 逻辑 中 的 A — А(р tta pa) 其 中 gp 是 在 和 
中 出 现 的 不 同 的 命 画 词 (不 一 定 是 金 部 )， 设 B, aBa 是 个 不 同 公式 
前 序列 ,每 个 B.G = 1,0, m) ETA Go o 6) Нн t... ta 是 
өші. 这 样 ， m 一 2"。， 所 有 可 能 的 À (t, ta)》 WE Bs tio Bs H. 
В, tera Ba 称 为 A 的 (对 于 ра, -…, pr 0) ЕЖ. Ще 0А 
的 ?次 屿 值 系 就 由 4 本身 一 个 公式 组 成 。T 是 4 的 醋 值 系 , ШЕ» 使 得 
TEAN ARAR. 证明; WETEA KREA rA, 
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ER- ИНТ АНЕ P 和 了 P* 的 关系 (5 13), 18 
WE F 和 F* 的 关系 ($ 16), 以 及 其 他 还 辑 广 算 之 间 的 类 似 的 关 
A. 以 下 和 Ft 来 说 ,它们 有 两 方 面 的 关系 .一 方面 ,F 是 P+ 的 
子 系统 ; 另 一 方面 ,可 以 在 F 中 引进 定义 DCA), D( V), 004) 
和 DC3), 使 得 在 FF HERR Е" 的 合式 公式 和 形式 推理 关系 。 
在 F 中 反映 F* 的 形式 推理 关系 就 是 说 ,如 果 
D ғ; As ts AnA 
由 А An A 经 使 用 上 面 的 定义 罕 除 其 中 的 A, Vs — 和 
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3, 从 而 得 到 F 中 的 合式 公式 А, 5-5, Ау, А, 那么 就 有 
2) F: Al, eee, А-А 
D= 2) 的 证 明 见 定理 16.9. 这 里 我 们 要 证 有 2)—> 1). 证 
明了 1) 和 27 的 等 价 性 ,我 们 说 ，A, У, — 和 3 在 了 中 是 "经 过 
一 ,一 和 WD) 可 定义 的 , ШАЯ, ВИТАЕТ А. М. Эз Е 
中 (经 过 一, — RI YD 的 可 定义 性 。 
引 理 21.1 F*, 
[1] —v[BAC——KB——C)] 
[2] К-МІВУС-->-В->С1 
[3] -УІВ-езСа-->--((В-С)-» —CC— 2211 
[4] |-Уізквху->-ТҰх 16 %21 
证 我 们 选 证 [4]。 设 a,…， x 是 BG) 中 所 有 不 同 的 。 
ЖЕТ х 的 未 经 约束 的 约 东 变 元 。a，…，。sx 是 不 同 的 不 在 
BO) тык ің. REER 16-5121,8/8 
Е": ей ВС | ei TS ECx) 
ВСУ), 831141. | 
考虑 推理 关系 
3) ЕАС А-А 
由 于 了 是 F* 的 子 系 统 , 故 有 2) 一 >3)， 又 由 引 理 21.1 和 等 值 公 
式 的 可 替换 性 定理 ,有 1) <> 3)。 因 此 就 有 2) 一 >1), 从 而 有 下 
BYES. 
ЖЕ2І2 (Л, М.Э ИНЕ) i Antes An 
АЖА, +. Ас. A ЗАЕТИ ЯЕ, MA 
БҚА», А-А Е; А.с, А-А | 
定理 212 中 的 А1, 556, АЈА? 就 是 
А А, улоо 


因此 定理 212 就 是 说 ,F 在 引进 定义 ОСЛО, DCV), D>) 和 
D(C3) 后 ,是 同 МЕ 等 价 的 . 
下 面 我 们 要 进一步 说 明 可 定义 性 定理 的 涵义 ， 我 们 先 要 一 般 
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地 说 明 , 在 一 个 逻辑 演算 L 中 引进 某 些 定义 ,就 使 得 工 得 到 下 面 
三 个 方面 的 扩充 ,从 而 成 为 男 一 个 涩 辑 演算 LL: 
第 一 。L 的 符 喜 玫 增 加 被 定义 考 中 的 符号 ,扩充 为 L 的 符号 
表 ， 
BIL 的 形 成 规则 扩充 为 L 的 形成 规则 , 后 者 比 前 者 增加 
RAKAU ARE: MAH L 中 公式 和 把 其 中 某 些 有 定义 者 形 
式 的 子 公式 替换 为 相应 的 有 被 定义 者 形式 的 公式 之 后 ,成 为 玉 中 
的 公式 Xr, BAXE L 中 的 合式 公式 , 当 且 仅 当 , X 是 中 
的 合式 公式 。 
第 三 , 工 的 推理 规则 扩充 为 L' 的 推理 规则 ,后 者 比 前 者 增加 
这 样 的 规则 : 如果 由 L 中 的 A, ts А, A£ БЕВ Sl) 
L RR А Bs 入, BZ, L: A... А-А, 当 且 仅 当 ， 
L; Aj, AA. ` 
例如 ,在 了 中 引进 DCA) DC V), DC—) 和 DC3) 后 , 就 得 
到 刀 一 个 谓词 逮 辑 F, 它 比 F 有 了 以 下 三 方面 的 扩充 : 
第 一 ，F 的 符号 表 是 由 F 的 符号 表 增 加 人 , V, * 和 3 
四 个 符号 而 得 ,实际 上 F 的 符号 表 和 F* 的 相同 . 
第 二 ，F 的 形成 规则 是 所 F 的 形成 规则 按 以 上 的 说 法 扩充 
ТН ЭА ЕНЕ 的 形成 规则 相同 . 
第 三 ,F 的 推理 规则 由 Е р (E) Cr) С), (0), 
СУ) Ят СМ.) 七 条 增加 以 下 的 记 作 “(PCA D, “CDC VD”, 
EDY 和 “CDC3))” 的 四 条 而 得 : 
(DCA) 设 由 和 A 把 其 中 有 M070) 形式 的 子 公 
AHHA BAC 而 得 到 ГА, WA, TA, 
HEEZY THA. ` 

(ОСУ) Ж (DCA)) фав) В. C, 把 
BAC 改 为 BVC, 就 得 到 (OVD. 

(D=) Ж СОСЛ D hE 08-10) Ë A —A[(B— C) 
9 7106 >B), 把 BAC KA B—C, 就 得 到 
D). 
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аха) Æ OAD 中 把 CB>7C) 改 为 —Vx— 
BG), ВАС 改 为 BBO) 就 得 到 CDC3))。 
于 是 ,定理 21.2 所 说 的 了 在 引进 DCA》, СУ), DC) 和 DC3) 
BA Е" 等 价 ,就 是 由 F 经 过 上 述 扩充 而 得 到 的 F 同 到 等 价 ， 
жар 有 相同 的 符号 和 合式 公式 ， 它们 有 七 条 共同 的 推理 规 
则 (5 即 了 的 推理 规则 ?,F 的 其 余 四 条 推理 规则 CDCA 5), (DC VD, 
e) 和 аха) 在 F* 中 是 可 以 证 明 的 (根据 引 理 21.1 和 
等 值 公式 的 可 替换 性 定理 )。 F* 节 其 余 八 条 推理 规则 《A 一) 
САЛ, СМ), СМ), С), Са), (3-) 和 (а) 在 中 也 
是 可 以 证 明 的 ,例如 由 
F; A, B— 1(A— B) 


可 得 
F; A, Bl——(A——B 
由 此 根据 (DCA. A 
F: A, B—AAB 
这 就 在 F HERTA D, MRE F A F 的 一 个 中 能 证 明 另 
一 个 的 折 有 推理 规则 ,所 以 它们 是 等 价 的 。 


一 з и 
па АРА FI， 它 有 一 和 两 个 原始 逻辑 词 以 及 表示 不 等 同 
RAZARA 1. EA F: 和 F 在 各 自 引进 茶 毕 定义 后 是 互相 等 价 
в. 
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命题 连接 旋 的 完全 性 是 命题 逻辑 的 一 个 系统 特 让 .一 组 命 力 
连接 词 具 有 完全 颖 ,就 是 说 由 它 可 以 定义 出 所 有 的 命 是 连接 词 .我 
们 逐步 来 说 明 这 个 同 题 . 

连接 词 按照 它 所 连 婆 的 合式 公式 的 数目 # 而 称 为 # 元 连接 
请 。 因 此， 在 五 个 基本 的 连接 词 中 一 是 一 元 连接 词 , A. V, — 
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Же Е OTERI. APELE O TERN. FERAH 
一 个 称 为 条 件 析 取 词 的 三 元 连接 词 , 使 用 它 连 接 A, В, C 而 构成 
的 合式 公式 , 记 作 - 

(А, В, C] 
ЖО A, B,C 的 条 件 析 取 式 , 读 作 MRB WJ A, 如 果 非 3 则 C”. 
条 件 析 取 词 的 真 假 值 表 如 下 : 


А B С ГА, B, C] 


= n n n o o e 
ЧЧ 


在 本 节 中 我 们 以 英文 斜体 小 写字 母 (或 加 下 添 标 》 
Ís £s fis gi бі-1,2,3,--) 

表示 任意 的 连接 词 ， 对 于 ” 元 连接 词 j 我 们 以 
fp: ps 
表示 以 了 连接 poteto pa 而 构成 的 合式 公式 2. 

对 于 任意 的 正 整数 z, 有 2” 个 不 同 的 ”元 连接 词 ， 例 如 , 当 
3 一 1 时 ， 有 六 即 4 个 不 同 的 一 元 连接 词 ， 令 h. fo hs f. 是 所 
有 不 同 的 一 元 连接 词 ,它们 的 真 假 值 表 如 下 : 


р fp 
t t 
ғ t 


1) 这 里 的 命题 河 povo p. 换 为 合式 公式 A А, 也 是 可 以 的 ， 


ір 


i 
f 


he | fo 


f 
t 


t 
f 
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其 中 的 p 就 是 否定 词 。 不同 的 二 元 连接 词 共有 27 81165, Ф 


15,6. 就 是 合 取 词 . 


一 个 = 元 连接 词 ЫН ЯК ss: 
Pi pa… 
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“Pa 


е 


` P. 


әсет ғи 是 所 有 不 同 的 二 元 连接 词 ,它们 的 真 假 值 表 如 下 : 
ра [ера [gapa (рға |gipqjeypq|gepq grpd [ера 
二 | 
E KSRSEBEBESESZSERE; 
下 
if t f t t t f f t 
BPa |gwpqlgupqlerapdle apqleupalg spqlg spq 
ftirlrtlslrirtlir 
t tif t|f|flj|i 
tfl 于 地 
Ff 
其 中 的 а 就 是 析 取 词 , g 就 是 蕴涵 词 ,g; MENRE g 就 是 等 


其 中 的 toeten tr BIRF 

一 个 命题 逻辑 中 的 合式 公式 ， 当 其 中 的 命题 词 取 定 了 真 假 值 
之 后 ， 就 可 以 根据 连接 词 的 真 假 值 表 逐步 地 算出 它 的 各 个 子 公 式 
的 真 假 值 ,最 后 算出 整个 合式 公式 本 身 的 真 假 值 。 例 如 
1) Ср» DV Ca ғ) = CVa >r) 
如 果 其 中 的 p, q, r 分 别 取 t, F, f 为 值 , 我 们 可 以 按 以 下 步 又 
算出 D 的 信 是 1. ӨН p, q, r 的 值 写 在 它 科 的 下 面 , 然后 把 
经 某 个 连接 词 而 构成 的 子 公式 的 值 写 在 这 个 连接 词 的 下 面 ， 例 如 
把 p 一 + 的 值 写 在 其 中 的 -的 下 面 , 又 把 (p — r) V Cq > г) КВ 
写 在 其 中 的 V 的 下 面 , 等 等 。 最 后 把 1) 的 值 写 在 构成 1) 时 所 使 
用 的 连接 词 一 的 下 面 , 就 得 到 下 面 的 : 

(реж г) (а эг) > (рУ) 
ТРЕ РЕБЕ ЕР ЕЕ . 

一 个 合式 公式 中 的 * 个 不 同 的 命题 词 共有 2° 种 不 同 的 取 值 
方法 :例如 1) 中 的 p, q, z 就 有 2? 即 8 种 取信 方法 ， 在 每 一 种 取 
值 的 情形 下 都 可 以 算出 1) 的 值 ， 把 所 有 可 能 的 情形 写 在 一 起 ,就 
得 出 下 面 的 表 , 它 是 1) 的 真 假 值 表 : 


Ge 一 DY (9-1) — @ V т) 
t 


н 


ра 


mr 
-.-.-.- т... ə 
+ 一 


t 
i 
t 
1 
t 
f 
+ 
Ц 


---.-.-... 


f f 

给 定 ” 元 连接 词 f/f， 如 果 由 连接 词 &1,……, gw 和 Ps сыр, 

能 够 构成 合式 公式 ,使 得 所 构成 的 合式 公式 和 fp. …p。 有 相同 的 
真 假 值 表 , 那 么 我 们 说 了 能 够 由 go 5655 En 定义 出 ， 


t 
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在 一 组 连接 词 中 , 某 个 连接 词 称 为 独立 的 ,如 杂 空 不 能 由 这 组 
中 的 其 他 连接 词 定义 出 . 

定理 22.1 ”一 和 一 是 完全 的 . 

证 施 月 纳 于 连接 词 的 元 数 s, 

基 始 : = 一 1， 所 有 的 一 元 连接 词 fo fo fs А CEERD 
以 定义 如 下 : 


Ар app 
ћр= a p 
IP= а 7р 
fp = а pp 
ІШ: 设 由 一 和 一 能 定义 出 所 有 的 元 连接 词 ， 要 证 明 由 它 
们 能 定义 出 所 有 无 十 工 元 的 连接 词 ， 设 f 是 任意 一 个 十 1 元 
的 连接 词 * 它 有 下 面 的 真 假 值 表 : 


рр" "рын | i °D 


tt í | 8 


жы. 
t 


f 1 ! tra 
URR to otaa BERG 划 去 表 中 第 一 列 和 p FE EN 
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ТЫЯ ЕК Ахат. 由 归纳 假设 ,这 个 大 
元 连接 词 可 由 一 和 一 定义 出 ; WAH po o Pei 经 使 用 站 和 一 
而 构成 的 B, 使 得 B 的 真 假 什 表 和 方才 菩 下 的 真 假 值 宏 相同 。 羔 
тн, 划 去 衰 中 第 一 列 和 p БИН t 的 2: 行 , 条 下 的 也 是 茶 个 所 
元 连接 词 的 真 假 值 表 ， 这 个 表 也 有 由 pst pa BEETA —> 
Ода СЕБИНЕН. ЖЖ. Ср BA Ср 
С) ОЛИНА 的 相同 ,而 这 个 公式 和 
с) 0. = В) > Cp > C) 
又 有 相同 的 真 假 值 表 ，《1) 中 连接 词 只 有 一 和 一 ， 故 可 由 一 和 
一 定义 出 ， 
由 基 始 和 妇 纳 ,就 证 明了 定理 22.4， |l 

定理 22.2 ~ 和 A 以 及 一 和 VY 都 是 完全 的 . || 

硅 二 元 违 接 词 中 ,单独 一 个 gs《 即 谢 孚 竖 ) 和 单独 一 个 gs 都 
具有 完全 性 . 

TUS EE 22.1 和 定理 22.2 鬼 各 组 中 的 连接 词 都 具有 狐 
T. 

一 个 含有 = 个 不 周 命 题词 的 合式 公式 ， 就 相当 于 一 个 = 元 连 
接 词 * 它 们 有 相 司 的 真 恨 值 表 ， 因 此 ,一 组 完全 迫 连 接 词 能 够 定义 
出 所 有 的 合式 公式 ， 


з E 

22.4 证 明 以 下 各 组 命 是 连接 词 都 共有 完全 性 ; 

ш >f 

(21 ГА в, е], 6? 

ІЗІ - ЕО ғ.) 

I] e, Yi 

(51 100) 

[6] ғ» 

2202 ІНЕН 22.1, 定理 22.2 以 及 习题 22.IE1] 一 [4] 各 组 中 的 命 
是 连接 词 都 是 独立 的 、 
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22.3 证 明和 和 Y 不 具有 完全 性， 
22.4 ESRA 3) 不 具有 有 完全 性 。 
22.5 ”证明 单薄 由 ~* 不 能 定义 二 >。 


523 代入 定理 


在 本 节 中 要 证 明 个 体 词 代 入 定理 ,谓词 代 人 人 定 怪 ,命题 词 代入 
定理 , ҰСАҚ АЕ НЕ ЕТЕНЕ. 关于 约束 变 元 的 定 
再不 称 为 代 人 定理 而 称 为 配 换 定理 ,这 在 读 过 之 后 就 会 清楚 . 

先 要 说 明 一 些 关 于 使 用 符号 的 规定 。 我 们 在 4 15 中 曾 规定 
可 以 把 公式 外 等 或 Xu, 5-5. u), EE, ш, etea u, 是 在 XX 即 
Хон» 3 中 出 现 的 # 个 不 局 的 符号 ， 今 后 我 们 进一步 规定 ， 
当 抬 公式 玉 写成 ХО, 005) Ч, 不同 的 符号 uli 二 1, e 
本 可 以 在 区 Xu es ws》 中 出 现 , 也 可 以 不 在 其 中 出 现 。 Jl 
如 令 


A = FG, х)Л6<у) 

我 们 可 以 招 A 写成 AG. у), 卫 可 以 把 4 BE AG yez) Аб, 
y, z 好 像 是 三 元 命题 形式 , 但 实际 上 它 是 二 元 命题 形式 , 因为 = 
并 不 在 其 中 出 现 。 这 和 二 元 函数 可 以 写成 三 元 函数 是 类 羽 的, A 
#m < + y ЯШ Ker, у, zD, 

我 们 仍然 规定 ,如 果 在 上 下 文中 先 出 现 了 Xu > u) BB 
РА 

一 SC 

Ў Г= Аа, 5-50, е Ааш, us)， 我 们 可 以 把 T 写 
成 ба» t w) G = t, а) 可 以 在 Tu +e u) 中 
出 现 ,也 下 以 不 在 TOn -tts о) RH, 我们 令 


ҮСҮ, ers Y.) = EE ГО» еді 


= бу Alus ttt | ә 


SYY Anli +t 0) 
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= АСУ, tts У.) А.С teto Ya) 
定理 23.1 (个 体 词 代 人 定理 ) 
EJ ГСа)—АСа) = rC AC) 
[2] F*. TDA ==> Гба)[— AG) 
31 F, Гал-А(а)-->ГСа), а -АСа) 
[4] Ta Ala) ==> Г(ахВ(х)), З1хВСх)[—АСахВС)) 

定理 中 的 [1] 在 各 个 谓词 逻辑 中 都 是 成 立 的 ;[2] 和 I3] 涉 及 范 
数 词 , 在 有 关 的 包含 函数 词 的 谓词 逻辑 中 成 立 ; [4 在 带 等 词 因 而 
能 定义 划 状 词 的 谓词 逻辑 中 都 成 立 。 

Eja Æ F" 中 不 是 重 言 式 ,因此 在 [3] 中 一 > 右 方 的 推理 
AP, 要 加 上 Ета 作为 形式 前 提 . IBC) 就 是 E17xBCx)， 由 
于 E17xBCx) 不 是 重 言 式 ,所 以 在 [4] H= 右 方 推理 关系 中 , 要 
加 上 3!xBGx)》 作为 形式 前 提 . 

证 我 们 只 证 定理 23.1 中 的 [11, 其 余 [2] 一 [4] 的 证 明 是 类 
似 的 . 设 T=A,Ca),… ACA). А CDIA E Аа), a 
Aa) AGa). ЕЛДЕН F EAR: 

АСА + - + АА,ба) -» Аба) 

МГА) Л + ЛА, С) = АСх)] 

VLADA ЛА, Ск) = АСх)] 

Н-АЮЫА>:- АЛА,05-» АФ) 

| А.)А · ЛАСЬ) ~» АСЬ) 

А,Ь), +++ sA Cb ACD) 

其 中 最 后 一 个 推理 关系 就 是 TOA REATO]. 11 

个 体 词 代入 定 理 有 这 样 的 涵义 : 假设 由 某 些 讲 到 个 体 “ 的 命 

题 能 推出 某 一 讲 到 «的 命题 ， 又 设 在 以 上 的 命题 中 把 。 改 为 任意 

的 另 一 个 体 8, 使 得 以 上 的 命题 帮 成 为 讲 8 的 命题 ,讲法 都 与 原来 

讲 。 时 相同 ,那么 ,从 这 些 讲 8 的 命题 也 能 推出 这 一 讲 P 的 命题 。 
定理 23.2 《约束 变 元 特 换 定理 ) 设 由 和 A 把 命题 形式 

QxB(x) 在 其 中 的 某 些 出 现 蔡 换 为 ОуВСу) 0983] Г ЯА’, АД 

пр АНЧА 
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[2] SAs | 一 各 
ІЗІ Ta s T Ie 

证 我 们 只 要 证 明 QxBCx) 和 QyBCy) 是 等 值 公式 就 够 了 ，、 
因为 由 此 根据 等 值 公式 的 可 替换 性 定理 ,就 得 到 [1]。[21 和 [3]. 

x 显然 不 会 在 QRK) 中 出 现 。 现在 要 证 明 y 不 在 QxB(x) 
hH. нА 8 ОхВСх) КЕН ВН OBO) 而 得 
到 А, 如 果 了 在 BG) hAm, i А 就 不 是 合式 公式 了 ， 因 
此 了 不 能 在 QxBCx) 中 出 现 。 这样 ,不 仅 有 BO) = SBO), 而 
且 有 в0) = EBG). 

设 ВО) 中 除 * 外 还 有 未 经 约束 的 约束 变 元 xs о... Ф 
BCx) = Bx, x x)。 于 是 BO) = В(у, х ЭА, 4 
а tts a, 是 不 司 的 不 在 BG) 中 因而 也 不 在 ВСу) 中 出 现 的 个 
体 词 。 根 据 定 理 16.2 中 的 TU 和 [2], 有 
O) 1 ©хЕ(1, а, • «=, a,)+—QyBCy, әз 5) 

由 (1) 经 使 用 CY4) 可 得 
Ym x QB x, *--, By, ж tra x9) 
因此 QxBCx》 和 QB) 是 等 值 公式 .外 

像 定理 23.2 中 那样 由 T 和 A 得 到 了 ЖА, 我 们 可 以 简单 地 
说 是 由 T 和 A 经 替换 约束 变 元 而 得 到 工 和 A. 

替换 约束 变 元 是 对 约束 变 元 作 字 匡 的 变换 。 约 束 变 元 蔡 换 定 
理 就 是 说 明 约 束 变 元 单独 是 不 考 示 什么 区，Yx 和 Vy 司 栏 表示 
“АЙН”, з 和 зу 同样 表示 “有 论 域 中 的 个 体 ”( 见 
$01). 

为 了 陈述 谓词 代 人 定理 ， 我 们 还 要 作 一 些 使 用 符号 方面 的 规 
E. 

设 F 是 A 中 的 * 元 谓词 ; BK; tt x.) 是 一 个 最 多 是 # 元 
的 命题 形式 ( 当 x,.…, х, 都 在 其 中 出 现时 , 它 是 * 元 命题 形式 ， 
否则 它 是 小 于 * 元 的 命题 形式 ). Ф B= Bustes). ХЕ 
在 各 中 共 出 现下 次 ， 它 在 A 中 的 原子 公式 Қай» tts as) ttt 
FCeus "t ae) 中 出 现 . 在 点 中 把 
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Ба, errs а)  Сі-1,--, RD 
ЛЭ 


ЕЕ 


Ea i, В| BP Ва, 0 dia) G= l, err KÒ 
经 这 样 替换 而 得 的 公式 称 为 在 A 中 以 命题 形式 B 即 ВО, се, х,) 
代 人 谓词 F 而 得 ,并 记 作 
574 
HF P= A... An F 
аг = ŠA + бА, | 


例 1 piz 
А-ға, ау) 
А, = HFG, ily) ,b) 


Аз = 3z[F(a,f(x),b) > H(x)] 
Aa = Say[EF(a,f(y),b) — Húy)1 
А, = 3xz[F(a ,£Çx).z) — H(x)] 
B = B(x stas) = Wy[FGx, х,у) AGG521 
C = Cx p323) = VyF(x,,y,xs) 
BALRA 
В(а, (х) b) = Vy[F(a EC) yA СФ] 
Baily) b) = Vy[F(a,Xy),y) A GOH 
С(а. Қо) А) = УуЕ(а,у b) 
С(а,Ку),Ь) = YFG, y.b) 
С(а.Құ),а) = VsF(a.y 2) 
因此 ,根据 上 面 的 规定 ,就 得 到 
БҚА; = dxYyLF(Ca, Ex),y) AG(b)J 
EA1) = ayvy[F(a,1(y),y) A GY 
EEA| = axyyF(a,y b) 
ФАН = 3y[VyF(a,y,b) 一 HG) 
SEA 一 A| = ЭхМуЕа,у,Ь) > ByVyF(a,y,b) 
SEA. = Sal VYF (а, у.) — HG2J 
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ФА, 一 maz[VyF(a,y,z) — НОх)1 

оқа Ба, SEA, BEAL 是 合式 公式 , 其 余 的 Аі, 
ФА), ӘБ), бА А, 部 不 是 合式 公式 . 

引 理 23.3 Vk 太一 部 A|， Ш xs e х, HEBE 
Bao ox) 中 出 现 , 则 А 是 合式 公式 , 当 生 仅 当 ， 
ПІ 任何 x , РЕА НЕЗА Ох ЫН, N| REB 

PER. 
ЖЫҚ,» с GiS 1, re mi eogi = 1, ез, n) X#E B rh 
HL, А 是 合式 公式 , 当 且 仅 当 ,[1] 并 和 
[2] 任何 xs 如 果 x 在 上 中 某 个 以 了 开始 的 原子 公式 Ва, 5, 

а) ЫШ mo са, RER, 因 主 这 个 原子 公式 在 点 让 基 

个 量词 Qz 的 连 域 中 出 现 , 则 在 这 个 Q 的 辖 域 中 ，x 除 在 

аць а, 中 出 现 外 , 必 有 其 它 的 出 观 。 

г BEATAE. || 

P2 #EDL139 BED ВО оха), қолы» 者 是 出 现 的 ;但 
ECR Сон) rE, RF x Ñ x ННІ x= ЖЫН, 这样， 
A BRAF ЯТА, В, В 来 说 ,由 于 ! 11 成立 , 改 SPA | 是 
合式 的 ， 对 于 A.F, B 来 说 , 由 于 [11 不 成 立 , ӘП 不 是 
合式 的 ， А 

УСА В, 部 4| 由 于 [21 不 成 立 5[ 1 ] 是 成 立 的 ), 故 
不 是 合式 公式 : А, 由 于 [1] 不 成 立 《[ 2 ] 是 成 立 的 ), 故 不 是 
合式 公式 ; ŠA А 则 是 入 于 [ 1 ] 和 [2 ;都 不 成 立 , ЖЕЗ 
式 公式 .对 于 Sial 和 Sl Ha FI 1] 和 [ 2 ] 都 成 立 , 故 它们 
是 合式 公式 ，( 为 秆 么 [ 2 ] 对 于 ы) 是 成 立 的 ?) 

定理 23.4 〔 谓 词 代 人 定理 》 在 除 Fe( 包 括 F 外 的 各 请 
Ең, 设 = ST), A' – ёра}, 并且 T, А 是 合式 公式 的 
ЖЕЗ, 那么 

[1] T4 = Trie 

证 ”我 全 选择 在 F 中 证 明 本 定理 ， 先 要 说 明 。 在 下 面 的 证 
BR TARIE xo 55е. x, ИЕ ВЮ (а 2, қ) НЙ, 再 
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НАТ. ЕЖ. х 1, езімс-і,- е, ny 
不 在 B 中 出 现 , 我 们 取 一 个 不 在 B REW r 211 G. 3 3 

В" = Ве е н) = ЕО, 2,0 

> Gz +555 х0] ВС, -go 
ЖЕ, ж. ее 在 B*(xu ә) 中 就 都 出 现 了 。 Ф D* 一 
人 Ti，A* = ËA]. HT P, A аҚ АДИ ТЕРІ. КОН 
据 引 理 23.3。 任 何 >， 如 果 E 在 T, À 中 的 某 个 县 词 Vx ЕРДІ 
出 现 , 则 x 不 在 B 中 约束 ; 因此 ,这样 的 x 也 不 在 B* 中 约束 . 根 
据 引 理 23.3, Г“, 4” 也 是 合式 公式 的 有 穷 序 列 
EF 


T = @8Г| 

“А = ЁЗА] 

г* = ёг] 

A* 一 Ёр | 
ВАД Г, А? 1", A* 的 区 别 就 在 于 , 在 工 和 A Ф Ва, >: 
аг) 的 地方 ,在 Т" 和 A* 中 就 是 BCa，.…*, 66) 并 县 反 过 来 ， 
在 T* 和 A* 站 是 БҰа 5-5 a) 的 地 方 ,在 I Wi A' 中 就 是 
Blas tta os)、 但 是 ,对 于 任意 的 项 形式 ao tta das 7 

CE (а с 21 
是 重 言 式 , 旭 Жа» -tts a.) ЖІ Ба, Са) АННА. 根 
据 等 乍 公式 的 可 替换 性 定理 ,就 可 以 丝 到 
ra eA 
这 样 ,为 了 证 明 本 定理 ,我 们 只 要 证 明 
TA = TY| 一 A* 
ЕБТ. 当 这 样 证 明 时 ,我 们 用 到 的 是 B* 而 不 是 B, 而 在 В" rh, 
КЕНЕН. қс. 都 是 出 现 的 。 因 此 我 们 说 。 赫 证 明 本 定 
ЫНАН x, а 在 了 3 中 都 是 出 现 的 ,下 而 我 们 来 证 明定 
理 23.4. 
设 

a) DAs: ТАРА C TA) 
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Æ F hF TA 的 任意 一 个 形式 证 明 . 
Ф а есза, 是 在 B 中 出 现 的 所 有 不 同 的 个 体 词 ; y tets 

y, 是 在 B 中 出 现 的 所 有 不 同 的 又 不 同 于 x. ttt x, 的 约束 变 元 . 

X bo -eb 是 不 同 的 ,不 在 B 中 也 不 在 (1) 中 出 现 的 个 体 词 ; ， 

Zis ttt Z 是 不 同 的 ,不 在 3 PEREO himek, % 
B° = Bn, ++: кұш s Xa) 

那么 х, 5%, 显然 都 在 B° 中 出 现 . 于 是 , 令 
了 一 部 人 一 全 | (1, eto R) 

并 且 , 对 于 将 在 下 区 的 证 明 中 出 现 的 任何 合式 公式 或 命题 形式 С, 

我 们 也 令 


c° = EC| 
根据 引 理 233, TP, AP Сі-1,-- k) 由 的 公式 都 是 合式 公式 。 
我 们 要 证 明 
C2) FRAP, +++, TRARCB Гер A) 
是 F 中 关于 PA 的 形式 证 明 ， 

Ep, GA; 4-1, k) 或 者 是 由 F 中 的 第 一 类 
形式 推理 规则 所 直接 生成 的 ,或 者 是 由 C) 中 某 些 在 它 堪 方 的 ( 即 
在 它 之 前 已 经 生成 的 ) 形 式 推理 关系 经 过 应 用 Fr 中 的 第 二 类 形式 
推理 规则 而 生成 的 .可 以 证 明 , TPA 能 够 由 第 一 类 中 同样 的 
形式 推理 规则 生成 ,或 者 由 (2) 中 在 它 左 方 的 相应 的 形式 推理 关系 
经 过 应 用 第 二 类 中 同样 的 形式 推 现 规则 而 生成 。 例 如 ,如 果 T 盖 
А EA (L) 直接 生成 的 , 即 Ti 上 一 入 就 是 

CCa), а, bbi—C(b2 
ЖА, TP = C“(a), Ка, b) ЖН АР = C°(b), # TPI AF B, 
жн С) 直接 生成 的 .如 果 ГА, 是 由 iA G < i) 经 过 
应 用 《Y+) 而 生成 的 , 即 有 С(а), 使 得 r = T, A = Ca), 
A, = МхО(х), ЖН а 不 在 T, 中 出 现 、 这样, a 也 不 在 B° 中 出 
H, 因此 IP —TP,AP = С(а),АР = МхС°(х), Ж#Н, НҒ а 
AT; HAR, а 也 不 在 要 换 上 去 的 各 个 Bas t, aa) HH 
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A (AEAF a 不 在 T; 中 ,也 不 在 B° 中 出 现 之 故 ), 所 以 不 在 
ГР ані; Ш, CO) 就 是 Өсе(а)), BA PA 也 是 
Hi ГРА? 经 过 应 用 (V4) 而 生成 的 。 这 样 就 证 明了 (2? 是 中 
的 形式 证 明 Айды) Ге[—А°, 

T°, А9 中 的 公式 与 Г.А 中 相应 的 公式 之 间 的 区 别 在 于 : 
得 到 T A A 时 是 在 [和 A 中 以 B 代 人 Р, 得 到 Г? 和 A° 时 
ЖЕГЖАФЫ B RA F, ЖЕР қойман, ЕНЕ 
词 代入 定理 和 约束 变 元 替换 定理 , 就 可 以 由 Pa RE Гі 
А. l! 

在 上 面 的 证 明 中 ,由 TH 一 A ЙЕ ГОА? 时 我 们 用 了 归纳 法 ， 
实际 二 就 是 施 此 纳 于 推理 关系 ILA 的 结构 . 

另外 ,我 们 先 白 B 得 到 B?" ,然后 以 B RA F, 这 样 由 Г, 和 
A; 坦 到 FP 和 АР G = 1 ek). RERED TAFEA. 
一 ,保证 ГР, АР 都 是 合式 公式 的 有 穷 序 列 ， 如 果 在 F; 和 A 中 
以 原来 的 3 КАЕ, 那么 ,虽然 Do ALI T, А) BARREA 
式 公式 的 有 穷 序 列 , 但 是 经 涓 词 代入 而 得 到 的 T AG = hot 
心 未 必 都 是 合式 公式 的 有 穷 序 列 。 第 二 , 在 证 明 (2) 是 形式 证 明 
时 ,关于 应 月 (Y+) 的 情形 ,要 保证 4 不 在 I 中 出 现 . ABRA 
了 就 不 能 保证 这 一 点 当然, 为 了 保证 以 上 两 点 :也许 并 大 一定 要 
用 这 样 一 个 B° 来 代替 原来 的 B: 而 可 以 采用 另外 的 方法 . 

ВЗ 对 于 例 1 中 的 A, 和 A, Ж, А-А 是 成 立 的 ; 即 有 

Bx[F(a „#Сх),) — HCx) ] 
Н-ЗеІЕ а ,f(<x2,z) — H(x)] 
因此 ,根据 谓词 代入 定理 ,有 SEA, - Ан, WMA 
3Bs[VyF(a,y,b,) 一 HOT 
awl VyFCa,y,) 一 H(x)1 

АҒЫН Ғе MET 来 说 ,谓词 代 人 定理 还 要 只 
RELHA. EH 23.4 对 于 它们 是 不 成 立 的 . 

ЖА ЖҰЗ 中 ,根据 《EDs 有 

FEGE tfa) 
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如 其 定理 23.4 对 于 Fe 成 立 ,我 们 令 ВО 一 RC》 然后 以 
RATRE 


SEUD = —FC(a)) 
SEa) = Ea) 
是 根据 定理 23.4 可 得 
TRECH E! Ka) 
但 这 在 ғеараж ию GG RPE, ЕЗ8 ені 
жо. 

定理 23.5 《谓词 代 人 定理 ) 如 有 果 在 定理 23,4 中 除 原 来 的 条 

ВЕКЕ в р ЯЕ: 
Blas, +=, 2,3—-Е1а 
其 中 的 = 是 任 一 аі 1, 5-5, ву 的 子 项 ,那么 定理 23.4 所 肯定 
BNF E" 和 Fm 也 是 成 立 的 。 | 

定理 23.5 中 所 增加 的 条 件 是 对 代 人 谓词 的 命题 形式 B 提出 
更 多 的 要 求 ,要 求 B 和 请 词 一 样 ,具有 ғ" 的 推理 规则 《ED 中 所 
规定 的 性 质 。 

击 于 谓 房 和 命题 形式 都 是 表示 关系 的 ， 故 谓词 代 人 定理 反映 
演绎 推理 中 这 梯 的 规则 假设 由 基 些 庄 到 关系 下 的 命题 能 推出 某 
一 讲 到 下 的 命题 ， 又 设 在 以 上 的 命题 申 扫 F 改 为 年 音 的 另 一 个 关 
系 6, 使 得 上 面 的 命题 都 成 为 齐 G 的 命题 ,讲法 都 与 原来 讲 F 时 相 
同 ， 那 么 ,从 这 些 讲 G 的 命题 也 能 推出 这 一 讲 G 的 命题 . 

жәнет ынан анар p ЖЫ АЕ, 

定理 23.6 (SMARAM) 15 г = Є], А = SAh 
并 且 Г.А ВАЖАН МЕЙ WA 

Д0 ПАГА 

РЕНА АИО RDZ ГАИА а, ATA 
ZORA ИЕ — а зе РИА ВЕ БЕУ 
的 规定 . 

设 A 是 合式 公式 ,上 是 在 人 中 出 现 的 * TARI Hau ts 
x.) 是 一 个 最 多 是 ”元 的 项 形式 ， 其 中 的 约 东 变 元 都 在 互 不 相同 
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的 xo … x4 Zi. 9 b= Mao сә). ЖПЕНАНЖ. 
经 过 以 下 的 步 邓 得 到 公式 X， 取 一 个 不 在 4 中 也 不 在 5 中 出 现 的 
s TERA g 令 X, 一 GEA|， 在 X, 中 任职 一 个 以 8 开始 的 
项 形式 аба» 5-55 а), 使 得 不 在 aw tto ma 中 出 现 ,在 X, 
HERA абас» сс: а) BED Hans аһ) ШӨЛ! 0), 
得 到 公式 Xs; 又 在 中 任职 一 个 以 g 开始 的 项 形式 gCax,，……， 
а) В ВЕ ац, с сь 中 出 现 ,在 XX 中 把 这 个 gnt 
ға) А blans с, аһ) BD Өте ERAR Xs; 这 样 继 
续 白 里 到 外 地 进行 ,逐步 把 X, 中共 8 全 部 替换 掉 , 最 后 得 到 公式 
X. 事实 上 ,在 X, 中 可 以 到 最 右 方 的 ,如果 以 它 开始 的 项 形式 
是 Blan ссу am) 那么 8 不 在 aw tt me 中 出 现 ; 由 X 得 
到 х, 后 又 可 以 在 X, 中 取 最 有 方 的 g, 以 它 开始 的 项 形式 假设 
Жоба» сы Qa), 那么 又 不 在 ассо а. 中 出 现 ; 这 祥 继 
续 进 行 ,逐步 替换 掉 X, 中 的 所 有 的 g, 最 后 也 就 得 到 一 个 所 要 的 
公式 下 ,我 们 汇 这 样 得 到 的 区 称 为 在 A 中 以 项 形式 即兴 x1，、……， 
ж) RA £ MERIA, HLE 

ёл 
AR TS Au os Ans 则 令 

ёг] = Hh], + SiAn] 

ERABI, ЗАЛЫН АН ІН ШЕ 
ВО, зе ха, х) 来 代替 DCs ttes ,), Q BG) = С” 
tenaaa), FERUT Šal RITE Shawal. 

定理 23.7 《 削 数 词 代 人 定理 ) 5 D = Гі, A= ёа, 
HLTA 是 合式 公式 的 有 穷 序列 《对 于 F*' 和 Р, 还 要 假 
Hrs eta xa 都 在 5 好 Ка, C x.) CHED. 那么 

[1 ГАГА! 

定理 23.8 〔 函 教 词 代 人 定理 ) 设 = Sall, А = 
Shawal, ЯН Г,А 是 台式 公式 的 有 穷 序列 (对 于 FY 和 Fa 
ЖЕБЕ x, 5, x, 都 在 nB) ШІ BOs -++ xu。 к) 中国 
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ао WA 
П1 FED: П--А-->Г”, YIB ‘os Kns FA 
[21 кеге). 于 一 一 > 工人 

例 5 在 F* 中 :根据 ED, H 

a) Flas а-ға) 
Ф 5 = (а, Xa) = ВС, xb ж), H| x 不 在 中 出 现 ， 在 这 种 情 
形 下 ,如 果 应 用 定理 23.7, 就 让 C1) 得 到 
SFG, ODS ÕE 80 
F(h(a, а, a))}—E! gla) 
但 这 在 F*! PERKET ANRA TAER. 

命题 河 代 人 定理 和 函数 词 代 人 定理 的 涵义 同 个 体 词 代 人 定理 
和 谓词 代 人 定理 的 涵义 是 类 似 的 ,不 再 详 流 ， 

有 了 从 人 定 悍 ， 我 们 可 以 采用 另外 的 方法 来 构 斗 命 古 逻 辑 和 
WAZE. 我 们 可 以 堪 加 几 条 相当 于 代 人 定理 的 推理 截 则 , 并 把 
原来 能 直接 生成 形式 推理 关系 的 第 一 类 形式 锥 理 规则 由 模式 减弱 
为 单独 的 形式 推理 规 贴 ， 例 如 ,对 于 了 ， 我 们 可 以 构造 研 . F 的 
特 号 和 形成 规则 都 与 P 的 相同 ; P 中 的 敌 一 类 形式 锥 理 规 则 
Се), (>), V) 分 测 减 弱 为 以 下 的 单独 的 推理 规则 : 

Pb 5% рар G = 1, 5550 в) 

Pi > Po Pi 

1252637 Fla) 
其 中 的 potte p. 是 任意 的 特定 的 命题 词 ,Ff 是 任意 的 特定 的 一 
元 谓词 , а 是 任意 的 特定 的 个 体 词 ,于 是 就 以 这 些 规 则 作为 FP 中 
的 第 一 类 形式 推理 规则 ; Ер аа ЕЕЕ P 中 原 
AEO СО» (a) 《V4》 四 条 再 加 上 个 体 词 代 人 定理 、 约 束 
变 元 替换 定理 ,谓词 代 人 定理 、 命题 词 代 人 定理 作为 推理 规则 , Ж 
从 条 ,这 样 构造 出 的 FP AARO Pr 是 等 论 的 。 


. 3 = 
23.1 写 出 以下 代入 的 结果 ; 
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[2] 部 yxF(x)F()1, 其 中 的 8 即 BG) 是 М(х, у) 

[2] 部 PC в) Зуев (у, z), 其 中 的 B 即 Bes x.) EE VzG(u,2)— 
сб, к) . 

[3] 全 3xYyF(xs у)-әзке(х, x)|， 其 中 的 B 即 BC, у) 是 Va[FO， 
z)=>G(z, 91 

[4] @Iyx=FG6GG2))—FG)) |, HERH b р s(x) 是 EED) 

[5] jvyxFG, к), Қа, f(x, a)))|， 其 中 的 5 BB #Guo y) 是 Қа, 
қ, Қа y))) 

23.2 证明 引 理 23.3。 

23.3 EH FP УЕ Sm. Ҙ 


$24 合 取 范式 和 析 取 范式 


我 们 往往 要 把 合式 公式 写成 具有 某 种 标准 形状 的 等 值 公式 ， 
称 为 范式 , 以 便 对 它们 作 一 般 性 的 处 理 。 这 正 象 在 代数 学 中 把 代 
数 式 表达 为 多 项 式 一 样 、 在 本 节 中 要 讨论 命题 逻辑 中 的 合 到 范式 
和 析 取 范式 . 

定义 24.1 (ERRARE) AA... AA. 称 为 A > 
А, ERR, А.А, 称 为 AAA. AA, HERE, 

АММА, RŠ As tts An КТЖ. A... An Ж 
为 AVe VA, REE. 

Вт ,在 不 至 于 引起 误会 时 ,都 简称 为 支 

定义 24.2 〈 基 子 句 、 子 句 ) 原子 公式 (包括 命题 词 和 谓词 远 
辑 中 的 原子 公式 ) 和 它们 的 否定 式 称 为 基 子 句 ”. 

以 基 子 名 为 支 的 合 取 式 和 析 取 式 称 为 子 名 ， 或 分 别称 为 合 了 
子 句 和 析 取 子 句 . 

EX 243 《 合 取 范式 、 析 取 范式 ) 以 析 取 子 句 为 支 的 合 取 
式 称 为 合 昌 范式 ; 以 合 取 子 名 为 支 的 析 取 式 称 为 析 取 范式 、 这 就 


1) 英文 是 literal， 由 于 它 是 构成 子 杀 《clause) 的 成 份 , 它 本 身 又 是 表示 命题 的 、 
Жая. 
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是 说 ,下 面 的 
са УА ОА e A An N МА) 
KABA A An DV e VANA ЛА) 
分 别 是 人 台 取 范式 和 析 取 范式 ， 其 中 的 AjCi =l, ki IP 
1,557.20) ЖР. 
#11 考 霸 下 面 的 合式 公式 : 
a) P 
(2) рУ 
(3) рА 9А 
(9) РА Сау 1) 
652 вУСталЛӘоУ (А r) 


сә 是 命题 词 ,是 基于 句 。 它 是 公有 一 个 支 的 合 取 式 ,也 是 充 
有 一 个 支 的 析 取 式 ; 因此 , 它 是 合 取 子 名, 也 是 析 取 子 句 。 因 此 ， 
它 是 析 取 范式 ,也 是 合 下 范式 . 

(2) ARRA. (2) 的 两 个 支 P 和 一 q REETH, хара 
合 取 子 句 , 改 (2) 旦 析 取 范式 .《〈2) 又 是 公有 一 个 支 的 合 取 式 ,这 个 
支 即 (2 本 身 , 是 折 取 子 句 , 故 (27 也 是 合 取 范 式 。 

类 似 地 《3) 是 合 取 式 ,也 是 合 取 范 式 ;C3) 叉 是 析 取 式 ,又 是 析 
取 范 式 . | 

<4) 是 合 取 范 式 ,但 不 是 析 取 范式 ， 如 果 Са) 是 析 取 范式 : 则 
它 首先 应 当 是 析 取 式 , 这 样 它 只 能 有 一 个 析 取 支 , 就 是 它 本 身 * 而 
这 个 折 取 支 应 当 是 合 取 子 旬 ， 然 而 C4) 不 构成 合 取 了 于 如 ;因为 它 的 
第 二 个 支 mqaV 了 z 不 是 基 子 名 。 因 此 (4) 不 是 析 取 范式 . 

类 候 地 5) 是 折 取 范式 ,但 不 是 合 取 范 式 . 

如 果 把 人 与 V 互 换 , (4) 就 或 为 析 取 范式 (但 不 是 合 取 范式 ?， 
《5) 就 成 为 令 取 范式 (但 不 是 析 取 范式 )， 

定理 24.1 《 合 取 范 式 和 新 取 范 式 定理 ) 命题 逻辑 中 的 任何 
A, 有 算法 找到 合 取 范 式 B AIREA C, 5543 B RCE yA 
都 与 A 中 的 相同 ,并 且 B 和 C 芥 与 太 是 等 值 公式 ， 
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证 我 们 有 以 下 的 推理 关系 : 


(1) ABHA МЗ 

(2) A BHETIA VIDA (A VTR) 
《3》 ABH CA A B) УСТА A TIB) 
о» ajA 

559 “la ADHA VB 

C6) TA YVBDHTAA TB 

Со _ АМСВА ОБ-КА УВ)Л СА УС) 
C8) САА В) УСАМА ВУС) 
(99 АЛСВУСНҒАСА АВУУСАДО) 
аю CA VBJACHIGA COY EAO 


019—010), TARAF ERREPA B 和 C. 

首先 ,根据 C1), (2) 或 (37, 以 及 等 值 公元 的 可 规 换 性 定理 ,可 
以 把 变换 为 B. 39 B 是 由 A 中 命题 词 经 a, л, vegem 
构成 的 ,并且 B 与 4 是 等 但 公 趟 

其 次 ,根据 (47。55).(6), 以 及 等 利 公 起 的 可 竺 换 伯 定理 ,可 以 
逐步 地 把 в, FRA B 8 В, 仍然 是 由 A ФЕ НЕН T 
A, V 连接 而 构成 的 , 但 в, 叫 各 一 的 辖 域 里 不 再 出 现 Ts Л, 
VHH B 与 B 是 等 全 公式 . 

最 后 ,根据 (C7), (8), 以 及 等 值 公式 的 可 替换 性 定理 。 可 以 把 
B, 3838261 A 中 命题 词 及 其 否定 式 经 使 用 人 和 V 连接 而 构成 的 
B, 使 得 B 中 各 V 的 辖 域 里 不 名 现 和， 并且 B 与 B 是 等 值 公式 . 
显然 , B 就 是 定理 中 所 要 求 的 合 取 范 式 ， 

经 过 类 似 于 上 述 的 步 驰 ,但 在 最 后 一 步 中 使 用 (7) 和 《8) 之 处 
改 为 使 用 (9) 和 和 (10), 就 得 到 定理 中 所 要 求 的 析 取 范式 С.Н 

内 满足 定理 24.1 吓 条 件 的 B 和 分 别 浆 为 A 的 合 取 范式 和 
.新 取 范式 . 

在 定理 24.1 的 证 明 中 我 们 陈述 了 把 作恶 逻辑 忆 合 式 公 式 变 
找 为 合 取 范式 和 析 取 范式 的 算法 ， 事实 上 , 我 们 可 以 利用 某 些 扒 
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理 关 系 使 得 变换 过 程 得 到 简化 ， 或 者 得 到 更 为 简单 的 合 取 范式 利 
析 取 范式 ， 例 如 :以 下 的 推理 关系 : 


D АЛАРЧА 

2) АУАРЧА 

3) АЛСАУЕҒЧА 

4 АУСААВУ-ЧА 

52 АҚОВУ-У-ДА 

6) AVADH A 

> САА AADO A. ММА, 
8) КАУ VADHTA A АТА, 


9 ANBA 0e ABAH УВОЛ ACAVNE,) 
10) ARCB Ve VBDHCAABDV t VAA B, ) 


是 成 立 的 。 根 据 1 和 2), ОПЕ rh E ETAR, 
ЖАЯ РАЈА, 根据 з) 和 4), 如 丑 有 两 个 于 名 ,一 个 于 
名 中 的 基于 名 都 在 另 一 个 子 名 中 出 现 ， 那 么 就 可 以 划 罚 较 长 的 子 
ң, 根据 5) 和 名 ,在 合 取 范式 和 析 取 范式 中 都 可 以 部 掉 这 样 的 
于 甸 ， 其 中 有 一 个 基于 句 是 另 一 个 基于 名 的 否定 式 。 根据 2) 和 
8), 就 可 以 避免 多 次 使 用 
-ҚАЛЮІ-ІЗАУ-В 
ТКА УВА А В 
根据 9 和 102, 可 以 避免 多 次 使 用 
АМСВАЛ СУКА МВ) ЛСА МО) 
АҚОЗУСУ--САЛВУУСААС) 
此 外 , НЕМЕ ЫЗА. 关于 合 取 范 式 和 析 
到 范式 的 化 簿 问题 ,本 书 中 不 加 忆 讨 论 - 
%2 <А-ру-4-С-ре-ғал 2. 
为 了 书写 的 方便 ,我 们 把 了 Tp БЫЯНЖАНЫЖН, W 
样 就 可 以 把 写成 
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рУа- q) 
按照 定理 24.1 НІЛ ЕЕ, 我 们 可 以 如 下 地 得 到 人 的 
合 到 范式 B 和 听取 范式 C: 
PVAV (FVDCBV 9) = B, 
рау VGV VD = В, 
Pa V Vap VaV) = B, 
pq V рУаХруҒғХРУАУӘ 
(BqVPY Ха ҮрУ) (ба VB Va V r) 
(бУрУаХаУрУаХВУрУӘ(а Vp VD 
GVpVaVoGa Vp Va Мг) 
(рУ УчМ СМУ) = В 
P V4 Ураг Ур qz = B, 
Ба V par V BC VD = В, 
ра Via Vp Уг) = B, 
Bq V pat V pa V pr 
ра УраУр- 
Б.ж, ЖЫЛЫН XE, АЕ 
词 ,可 以 一 旦 绞 就 划 去 , 黄 至 于 可 以 预见 到 要 出 现 就 不 写 . 
定义 24.4 (ERAR EBRAR) 命题 逻辑 中 的 A 称 为 恒 
凌 公 式 ,如 果 它 在 真 假 值 表 中 证 汉 真 值 、A 称 为 恒 候 公式, 如果 它 
- 在 真 假 值 表 中 恒 取 假 秆 . 
例 3 设 

A= (p= DA (q 0 —(pVq— mD 

B= pg) A pemg) 

С = (p<q) V (рг) 
由 下 面 的 真 假 值 表 可 以 知道 A 是 恒 真 公式 , B 是 恒 假 公 式 , CHER 
是 恒 真 公式 也 不 是 恒 息 公式 . 


1! 


ТІТІЇТІ ТІТТІІ 
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parien A @—>')— Ф Ма 1) 


tttlttt t tttt ttttt 
ТЕНДЕРЕ f tfft tttff 
t ftittt t fttt ttftt 
ӨРНҢЕРІ í fttt teffi 
fttjftt t tttt ftttt 
` оран рар f tfft fttff 
fftlftt t fttt ffftt 
fftf t fttt ЕТЕТ 


akpa) A (mg) 


定理 24.2 一 合 取 范式 是 恒 真 公式 , 当 且 仅 当 , 它 的 每 个 子 句 
中 者 出现 两 个 基于 名 ,其 中 的 一 个 是 另 一 个 的 否定 式 。 

一 析 取 范式 是 恒 假 公式 , 当 且 仅 当 , 它 的 每 个 子 名 中 都 出现 两 
个 基 子 名 ,其 中 的 一 个 是 另 一 个 的 否定 式 .，|| 

命题 逻辑 中 的 等 值 公式 有 柜 同 的 真 假 值 表 ( 见 $ 42). 因 此 , 根 
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据 信 取 范式 定理 和 析 取 范式 定理 ,有 下 面 的 定理 24.3。 _ 

定理 24.3 “命题 逻辑 中 的 合式 公式 是 恒 真 的 , 当 且 仅 当 , 它 的 
合 取 范 式 的 每 个 子 名 中 孝 出 现 两 个 基于 句 。 其 中 的 一 个 是 另 一 个 
的 否定 式 。 ， 

命题 逻辑 中 的 合式 公式 是 恒 假 的 , 当 且 仅 当 , 它 的 析 取 范式 的 
每 个 予 名 中 都 出 现 两 个 基 子 名 , 其 中 的 一 个 是 另 一 人 的 天 定式 .| 

定理 24.3 提供 了 关 定 命 古 逻 毗 中 合式 公式 是 不 是 汪 真 公式 
《 恒 假 公式 ) 的 算法 。 

MARAD 我 们 可 以 如 下 地 找 出 4 的 侣 取 范 式 А,, BH 
ғына Bo CHARER С, FEER Сс, MIAE AEE 


- EAR, ВАННАХ, C 既 不 是 信和 真 公式 也 不 是 便 候 公式 :. 


А = (рг) Л (9—1) (руд r) 
АФУ Уд Уруу 
10 УУУ рМ: 
рУ тураг 
GQ Va)XpVDC VA VO рут) ба Vr) 
H Va VEV CVYaqVaV dlp ViVB VO VrVaVr> 
CIVqVBVOCGVYgVIVOGVYEVOCGEVYIVD = A, 
В = (ре) A (p> 19) 
У ба Фа У ра) 
-ірара V pqbq V Фара V paĝa = В, 
= (р) У (iper) 
HOV VDV УХ VD 
HV VeV NOVa УрМ руа Мру оСМаурмт) 
= G, 
CHpq V ра V Ër V ps = С; 


о 


3 в 
241 瑟 电 以 下 公式 的 合 取 范式 和 析 基 范式 : 
BJ (А-АУВ)-эВлс«>”ЧАус 
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2] А«>БУАД""Са-мв-САЗЛА 
3] (Аж«->В)е->(-1А«-эС)-(ве>-71с) 
242 4 是 命题 逻辑 中 的 合式 公式 ，4 乌有 不 同 的 命题 词 py， 5 pa. 
把 A 变换 为 满足 以 下 的 [1] 一 [5] 的 B: 
1] B=COV yo, 
2] С = Cn Ate ACi (і--1,--, т), 
[3] 每 一 cx 是 pe 或 一 pe 一 1 om; k= 1... n). 
4] 65-6» Ca 各 不 相反 ， 并 且 按照 这 样 多 规则 来 排 次 率 ， 即 如 果 
Ci б 分别 与 cns 555 Guo BE U =t, eamp 1 oss 
т), Ca = pas Са = Cp д, і<і. 
5] Ame жн жн. 
зали. 

ЕЯ) A ЖЕНЕ А, W A ЖЕЗ; (二 ) АЕ 
КАЯ, МН, A Е ЗВ m = 2", 

24.3 ， 仿 上 是 中 关于 完全 术 取 范式 的 定义 * 定 义 完全 会 丰 范式。 陈述 并 
证 明 关于 完全 合 取 范 式 的 定理 . 

24.4 把 习题 24.2 中 的 [1] 和 [2] 政 为 

ПІ в-с-5--(с.-4)-.-) 

21 с, = Cafe (Ci) G1, т) 
BRJADER. 证 明 《有 唯一 的 满足 上 面 的 [1], [2] 和 习题 24.2 中 的 
LEAR ERTER EE й В, 

包含 7 个 不 同 命题 词 的 但 真 公式 和 性 假 公 式 名 有 怎样 的 弄 涵 范式 ? 


$25 前 束 范式 和 斯 柯 伦 范式 


我 们 规定 令 


ЖАБА 【前 率 范式 ) 命题 形式 A 是 能 紊 范式 ,如 果 它 有 
Qira” "QoB 
的 形式 ,其 中 a 守 0, В ЕА, Quo- Qun RA ARMIR 
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词 , B 称 为 A 的 母 式 ， ` 

定理 25.1 《前 东 范 式 定理 ) 任何 命题 形式 A， 有 算法 找到 
前 束 范 式 B, tE A MB 是 等 值 公式 . 

证 ”我们 有 以 下 的 推理 关系 : 


ер) А => BHTA VB 

6209 A—B—C AVB)ACA V mB) 
Сз) А+ BCA A B) V (DA A TB) 
C4) : “TAHA 

559 TCAA BDHTA VIB 
Св? TA YVBDHTAA TB 
《77 IQAC 1AG2 
Св) А ЛОхВСО-ЧОхГАЛ BGD] 
(9) A VQxBEGO—IQx[A V BG21 
Go МАО) A МВО) МАС) A ВСк)] 
CD 3xACx) V IBG) HALA Cx) V В(х)] 


(12) QAC) Л ОзуВСу--ЧОхОу А Сх) A В(у21 
саз) QAG) V QEA TAC VBG21 
根据 (1) 一 (13), 可 以 按 以 下 步骤 找 出 定理 中 的 B。 

С) REORG) 以 及 等 信 公 式 的 可 替换 性 定理 ,可 
以 把 4 变换 为 有 ,使 得 BB 中 没有 -> 和 < 一 出 现 ,并 且 了 SA BS 
EAR. f 

С) 根据 C4) 一 (7) 以 及 等 值 公式 的 可 短 换 性 定理 ， 可 以 把 
B 变换 为 Bo EE B 中 的 每 个 一 都 以 原子 公式 为 辖 域 ,并 且 B, 
与 B 是 等 值 公式 。 

(三 ) 根据 约束 变 元 替换 定理 ， 振 换 B, 中 的 某 些 约束 变 元 
《如 果 必 要 ), 得 到 与 B 等 值 的 B, 
《四 ) 根据 《8) 一 (13) 以 及 等 什 公 式 的 可 替换 任 定理 ,可 以 把 
B 变换 为 B, 使 得 B 中 量词 都 位 于 整个 公式 的 左 端 , 即 都 不 在 任何 
命题 连接 词 的 辖 域 之 中 ,而 且 B 与 B, 是 等 值 公式 ， 

B 就 是 定理 中 所 要 求 的 与 等 值 的 前 束 范式 ,| 
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我 们 把 满足 定理 25.1 中 条 件 的 B 都 称 为 A 的 前 束 范式 . 
#1 Ж A= —[Vx3yF(a, x, y) > Эк 1VyG(y, b) > 
HQ2]11. 我们 可 以 按 以 下 步骤 找 出 A 的 前 束 范式 B: 
AF-—1[AVaƏyF(a, x, y) Уак(-171Ууббу, b) 
УНО] 
HYF, х, у) A Ak[VyGGy, b) УНО] 
F-IVxayFGa, x, y) ЛУх-1Гғусбу, b) VHG2] 
ЕНІУхЗуЕСә, x, y) A Ух уусу, b)A —HG21 
HYF, x, у) A Vx[3y1G(y, PA THG)] ` 
F-IVxayF(a, x, y) A Vxay[AG(y, БД HC)] 
Hysi IFC, x, у) A3y[ 1GGy, b) ATHY] 
F-VxU3SFG, x, y) A3z[3GGz, b) A THG) 
F-lvszayaz[F(a, х, yA TGC, БА HG)] = B 
在 变换 为 前 束 范 式 的 过 程 中 ,可 以 使 用 
тӘ АНЫ n Ó a, 


来 代替 多 次 使 用 -ОзАН-ІбатА, BIARN RREA HINA 
关系 ,使 得 变换 的 过 程 更 为 管 捷 、 此 外 ,也 不 一 定 要 采用 消去 一 和 
一 的 方法 . 

定义 25.2 《斯 柯 伦 范式 ) 一 前 束 范式 是 斯 柯 伦 " 范 式 ,如 果 
其 中 的 存在 量词 都 在 全 称 量词 的 左 方 出 现 . 

根据 定义 25.2, 如果 前 来 范式 中 只 包含 一 种 量词 ,或 者 没有 量 
词 , 它 也 是 斯 柯 伦 范式 

31252 在 除 FE*( 包 括 Pa) 外 的 渭 词 逻辑 中 , 设 前 束 范 式 
ABẸ 


Bat ех VU ыы “Ол, + Xa) 
中 的 Yx (i 一 1，*…, # 1) 是 前 束 词 中 第 一 个 在 它 右 方 有 存 
在 量词 出 现 的 全 称 量词 。 又 设 F 是 不 在 A 中 出 现 的 i 元 请 词 、Y 


1) Th. Skolem. 
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是 不 顾 A 中 出 现 的 约束 变 元 ， 令 
В = sh: Ос: Q ax Vy 
[| 
NA RERA SERS, ВЖЕ 
在 证 明 引 理 25.2 之 前 ， 我 们 先 举 一 个 例子 。 
#2 设 
А = Ух Зху«Уховт Vx A C, ` +, xa) 
这 里 # 一 38,1 一 1, 6 F, ААН: 元 即 一 元 谓词 ， 
n 是 不 在 和 中 出 现 的 药 束 变 元 ， 刚 
В = Brna Varg хохар {Ax ss ха > FCX "F, CD) 
证 引 理 235.2 在 E 中 必 以 下 的 变换 : 把 3x Ж Vx, 39% 
到 A.G За 6) FG, ее у) ШЕШ, EL Qayana t t Qaxa 
EA AKC， EG, ЗУ AG, 2, x.) KE 
Шын vy 移 到 最 右 方 的 F 的 左 侧 ， 这样 由 了 得 到 C. 
C= Зады Оты "Ол, (а, a xa) 
СНЫ! 
МУРО, ы YDI 
可 以 验证 ,8 是 C 的 前 东 范 式 ， 因 此 :根据 定理 25.1 ,可 得 


ао BEENA C 是 重 言 式 
妇 果 能 证 明 下 面 的 (2) 和 C3》: 

C2) A-C 

C3) C 是 重 言 式 一 > A 是 重 言 式 
那么 由 52 和 人 37 可 得 

(4) ` AREER t> CREER 


于 是 由 C1) 和 (C4) 就 证 明了 引 理 25.2, 
(2) 的 证 明和 如下、 壮 虑 下 面 的 (5) 一 C8): 
(5) ғал Ох,А а, ЕГЕТ ТЕН 
Жа, -ita aii 各 不 相同 , 且 不 在 C5) 中 日 现 
[| 
Ela, tty а, 5) - 


м #187 


(7) Ма, ,ats м) 
68) VyFlas tts as Y) 
可 以 得 到 
GAOS (7) 
5). (6) (8) 
G)i—(6) > (8) 
(5)F— c 
іш Oi c 经 使 用 (3-), 就 得 到 (2). 
C3) 的 证 明 如 下 . iz 
(9) с 
(10) А= AG, х0) = Оян Ону, ее, ж) 
由 C9) 和 C10), 根 据 谓词 代入 定理 ,有 
Е-Өтсі BI 
(1) Sae VoL Qax Олж, ба, sx) 
> Qi "Олда, tty Xa] 
Мусы" “Ол, AG. 56 Xia Yo ханә 7779 х) 
由 于 下 面 的 (12) 和 (13) 是 等 值 的 : 
(12) Уа Одақ "Qa (а, xn) 
> Онын" “ОА YG, + x,)] 
> Мухи" Ол, Аба, тее ро Ja ны СС.) 
(13) Мун “Ол. A.G os лз Yo Kitts ** "> Xa) 
改 根据 等 值 公式 的 可 替换 性 定理 ,由 (117 可 得 
《14) an ++: хмурых 775 Qiz AG. ЕЕ ТЕРЕН 
о) А 
根据 约束 变 元 替换 定理 把 (14)? 中 的 ? 换 为 x;, WERT ARRES 
A. Il 
由 于 上 上面 的 证 明 中 用 到 了 谓词 代入 定理 23.4, 而 定理 23.4 对 
FF 《包括 F"》 是 不 成 立 的 ， 故 上 面 关于 引 理 25.2 的 证 明 对 
Ф ЕЧ 《包括 F"'》 是 不 成 立 的 . 
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在 引 理 252 АП, Vx, 是 第 一 个 在 它 右 方 有 存在 量词 出 现 
的 全 称 量词 。 经 过 变换 , A 中 的 Ук 换 为 B 中 的 3x,, A 中 Vx; Ж 
方 的 量词 都 保持 不 变 ， 而 在 B 的 前 束 词 的 右 端 增 加 了 一 个 全 称 量 
sl. 因此 ,B 比 A 少 了 一 个 在 它 右 方 有 存在 量词 出 现 的 全 称 量词 。 
按 这 个 方法 进行 下 去 ， 可 在 有 穷 步 又 之 后 得 到 一 斯 柯 伦 范 式 ， 使 
得 , 它 是 重 言 式 , 当 且 仅 当 ,所 给 的 A 是 重 言 式 . 

例 3( 续 例 2) 在 例 2 中 ,A 有 三 个 全 称 量词 Va, Vx. 和 9%, 
在 它们 右 方 有 存在 量词 出 现 .在 B 中 还 有 Va 和 Vx, 两 个 这 样 的 
全 称 量词 对 于 B 来 说 ,x = 9,7 = 4， 设 Е, ERE B 中 出 现 的 
i 元 即 四 元 谓词 ,7 是 不 在 B 中 出 现 的 约束 变 元 ; 则 可 得 

С = Baxa Ух; Ухудау уа 


ГВ, Fatis Xas 135 X)*—>F;(Xi> Xa ж, ya)] 
其 中 的 B 是 B 的 母 式 ，C 中 还 有 Vx 一 个 这 样 的 全 称 量词 . 对 
于 С, п = 10,25, É F, 是 不 在 C 中 出 现 的 : 元 即 五 元 谓词 
y, 是 不 在 C 中 出 现 的 约束 变 元 , 则 可 得 
D 一 3xtxzx3x4xsX6Yxyxay17273 


[C, —F,(X,, Xz хз, Xis Xs) Б, х, х, Хоз у3)] 

其 中 的 C, EECHER. 了 D 是 斯 柯 伦 范式 ;并 且 , A 是 重 言 式 , 34 
BER DERFRA. 

我 们 可 以 拒 上 面 给 出 的 由 前 来 范式 变换 为 斯 柯 伦 范式 的 算法 
号 进 下 面 的 定理 。 

定理 25.3 (斯 柯 伦 范式 定理 ) 在 除 Fa F“) 外 的 谓 
词 逻 辑 中 , 设 前 束 范式 A 即 

Ох”: Qax, B 
的 前 束 词 Qute был, 中 那 种 在 它们 右 方 有 存在 量词 出 现 的 全 称 
量词 , 按 它们 原来 在 A 中 的 次 序 , 是 
Ух, Уы сс, Ух 

Н < та an, WE Р, В, e, Fa E k ARERI 
不 在 A 中 出 现 的 谓词 , 其 中 FG = 1, , k) 是 т 元 谓词 , 又 
Жуа 是 个 不 同 的 不 在 A 中 出 现 的 约束 变 元 ， 令 


*1s9e 


B = a В 
Bin = al Bi 一 了 NGC， tes Ing) 
аб, Cu адо ya) G= 00 0) 
那 作 ,A 是 重 言 式 , 当 瑟 仅 当 , 斯 柯 丛 范式 
Bu Ro "Ола уз Bh 
RESA. Il 
由 定理 25.3 ЖНЖ PE АН 
жыла 《斯 柯 伦 范式 定理 ) 在 除 ғесы ОНЫН 
词 逻 辑 中 ,任何 合式 公式 A, 有 算法 找到 斯 柯 伦 范式 А, 9, А 
是 重 言 式 , 当 且 仅 当 , A 是 重 言 式 . || 
我 们 把 满足 定理 25.4 中 条 件 的 А’ 都 称 为 A 的 斯 标 伦 范式 。 
定义 25.4 MARRO REREH BAR 
如 果 其 中 的 全 称 量 证 部 在 存在 量 说 的 左 方 出 现 。 
ЖХ254 (ЖНЖ) ААЖ, ENH, TA RESA. 
定理 站 4 《斯 柯 伦 偶 范式 定理 ) 在 除 本 (包括 ЕЧ) КА 
谓 启 冯 辑 中 ,任何 合式 公式 态 , 有 算 黄 找到 斯 柯 伦 偶 港 式 蕊 ', 使 得 、 
ARPER HESA 是 矛盾 式 . H 
凡 满 足 定理 25.5 中 条 件 的 A 都 称 为 A 的 斯 柯 伦 偶 范式 。 


习 м 
251 瑟 出 以 下 公式 的 前 车 范式 : 
BR] 一 axF(z)Y vyG(;)w A sF(a)—YzH(z) 
(21 axFG(a,x)<—>wyG(y) 
BJ wa<[F(x)əvs[FG)—[S(O)—G(r)] V vzF(z)]] 
252 HEATA EA: 
[1] Ya Үзік. [EC х.) аб (ку x,)—ƏF(x,, 0) 
[2] Yges [ECx ха, х) Эв (к,, х,у ха)ж (ауу xiy sm)] 
Із} wxF(x)—3xF/x) 
[+] vz[F(x)—G(x);s—a3xF(x)—3xG(x) 
[51 ЗхуЕ(х, y)—myxF(x, ғ) 
[6] BxVyF(x, y)—=YraxE(x, y) 
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25.3 МАЖА А. А-А 是 和 否 一 般 成 立 ? А-а 和 
А-А 是否 一 般 成 立 ? 
25.4 证 定理 25.5. 
255 建立 直接 把 A 变换 为 斯 柯 作坊 藻 式 的 方法 (不 经 过 新 袜 伦 范式 )， 
жне 
一 axyyaz[F(F 2)-ҰҒ(х, э)в-заЕ(х, х)-эз(у, к3) 


ЕЕЕ N. 


526 ЖӘНЕН 


演绎 推理 中 存在 着 一 种 规律 性 。 这 境 规 律 性 撩 一 些 推理 关系 
和 另 一 些 推理 关系 之 间 的 蒜 种 相 五 对 称 的 特点 ， 我 们 将 称 之 为 对 
偶 性 ， 例 如 下 面 的 


1) AABH-A 
2) АҒ-АУВ 
3) ШЕАР-С 
BC 
ШАУЫ-С 
4) . 和 如果 CA 
CB 
Jl C—A AB 


Hh 12 3122218, 3) 814) ZEER A AEE. 
ТЕНЕ, ТАЕ F ыды Fe 的 
符号 包括 Fr* 的 符号 以及 下 面 两 个 符号 
<, 


Сало (BARTEX 26.2). F° 的 形成 规则 有 以 


下 四 条 : 
26080) Fasta) 是 合式 公式 。 
> — 

1) G. Gentzea. ， 

2) ЕЗ 与 根 崔 1934 ажы 8 5 q +R. 


“19%. 


< 


жа) ”如 果 久 是 合式 公式 , 则 XX PARAR. 
2601) 如 果 X,Y 是 合式 公式 , 则 [XAY], [XVY], [IXY], 
[X<Y], [XY], [XAY] 是 合式 公式 . 
26Gv) 如果 XG) 是 合式 公式 ,a 在 其 中 出 现 , x 不 在 其 中 出 现 ， 
Ж УхХ(к), Оо) PARAR. 
F° 中 的 形式 推理 关系 是 存在 于 两 个 合式 公式 的 有 穷 序 列 之 
间 的 。 如 果 在 FS hT 与 人 之 间 有 形式 推理 关系 ,我 们 记 为 
F°, rA 或 简写 为 та 


其 中 的 了 和 A 都 可 以 是 空 序列 。 TA 与 T—A 是 不 同 的 . 我 
们 令 


THA = « THA ЯН Aer 
в в G 


ЖЕ 中 也 有 等 词 I 和 关于 I 的 推理 规则 。 此 外 , 我 们 选取 
另 一 个 特殊 的 二 元 谓词 ,写作 


І 
并 有 关于 J 的 推理 规则 ，J 称 为 不 等 词 , 它 是 表示 不 等 同 英 系 的 . 
、 我 们 令 
- аф b= ayla, b) 
其 中 的 。 fp амын ка АХ Е 中 没有 函数 词 . 
Fe 有 以 下 的 共 三 十 条 形式 推理 规则 ; 
Съ) 如 果 Ts A 


WA, Т-А 
G 


сә ЖА, АБГ 

Ш АБ, ТА 

CAD ЖА, Т-А 
ШАДВ, TA 
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Cha) 


《Vi 


(V) 


(ә) 


С) 


Се) 


Се.) 


ВЛА, [A 
с 
Ж ПА, А 
Гід, в 
с 
Ri Т-ға, AAB 
HR A, а-г 
G 
B, AHT 
G 
NJ AYB, AT 
G 
шЕ ART, A 
MAT, AVR 
G 
AT, BVA 
G 
Я Г—д, A 
G 
B,T—A 
G 
MJA—B,r—A 
G 
Д А, П--а, B 
ШТ)--А,А-в 
G 
RUR В, AHT, A 
G 
А-В, AHT 
G 
RURA, А-г 
G 
А-Г, B 
G 
ні акт, АУ-В 
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С) 


С) 


С) 


а?) 


(42) 


Се) 


(а) 


a) 


194+ 


如 果 TH A, A,B 
A, В.ГА 
с 
ШІ А-В, [一 全 
с 
RUR А, ГА, В 
с 
B, ГА, А 
с 
7—4, AB 
G 


ЖЖ В, AH 一 T, A 
о 


А,АН-Г,В 
G 
АГАВ, ALT 
G 
如 果 B, А, AT 
G 
AHT, В, А 
а 
ШАР-Г, A<>B 
6 


WF AG), Г-А 
G 


则 YaAQ(), TIA CAC) 是 由 AG) 二 其 中 + 的 
基 些 出 现 替换 为 x 而 得 ) 

DRT A, Аба) GRET, А 中 出 现 》 

则 Гқ-А МАС) 

ЗВ Аа) А-Г (a Жаза, Ген) 

则 A(x), ат 

WR А-Г, Аба) 


GO) 


《D) 
G) 


со 


сы 


Ca) 


сх) 


则 аг, SAG) CAG) 是 由 AG) 把 其 中 :的 
Жана x т) 

IRAGO), TA 

H А(а) Ka, b), IA CAC) 是 由 Aa) 把 其 
тайдан ына Ь 8) 

TA Ka, a) 


Xa, а), A-E 
G 

如 杂 AT, АСЫ) 
ni А-Г, Ila; b), да) САСЫ 是 由 AGO 把 其 
rh a HRSA b 而 得 》 
aR ГА 

G 
А, ГА 
с 
wR А-Г 

G 
Jl AHT, A 

G 

WR A, A, П--А 
Ша,П--А 

с 
如 果 АГ, А.А 


nj AT, A 
G 
MRTN, А,В,Г)--А 
G 
ДГ, B, А, A 
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xD А-5, B, АП 
ЖІ AE, А, B, Г, 
G 


G АҒ-А 
Ө) 如 果 П--а, А 
A, Т-А 
G 
MTA 
G 


对 于 F° 的 形式 推理 规则 , 要 作 一 些 简要 的 说 明 。 这 此 规则 
都 有 形式 上 的 特征 ， 例 如 在 (一 ?局 , 由 
r А 


招 它 的 形式 结论 中 的 来 一 个 公式 A 改 为 ~ A， 调 到 形式 前 提 让 第 
一 个 公式 的 位 置 上 , 则 调换 后 的 两 个 序列 之 则 仍然 有 推理 关系 ,这 
就 是 

ТА, tA 


KAEDA, И ЗАТ АЗ А В TA, JHR 
到 形式 结论 中 末 一 个 公式 的 位 置 ， 这 各 形式 上 的 特征 每 条 形式 推 
理 规则 都 有 ,读者 可 以 识别 ， 

在 关于 运输 词 和 谓词 I] 的 推 理 规则 中 , 凡 名 称 中 共有 深 标 
“1” 的 是 说 ,用 它 而 生成 的 推理 关系 , 比 原 有 的 推理 关系 在 形式 前 
福 中 多 一 个 逐 辑 词 或 谓词 1, ]， 带 有 水 标 “2* 的 是 说 在 形式 结论 
中 多 这 桩 一 个 符号 
此 四 ,《 十 :) 是 说 在 形式 前 提 中 可 以 增加 合式 公式 ,十 ;) 是 说 
在 形式 结论 中 可 以 增加 合式 公式 ;( 一 ,) 是 说 在 形式 前 提 中 可 以 去 
掉 重复 的 公式 ,《 一 ;》 是 说 在 形式 结论 中 可 以 去 掉 重 复 的 公式 ; 
《x 由 是 说 在 形式 前 碍 中 可 以 交换 两 个 相 邻 公式 的 位 置 ,Cx2) 是 说 
在 形式 结 治 中 可 以 交换 两 个 柜 锅 公式 的 位 置 ;(G) 和 《十 ,) AEK 
相当 于 原来 的 Ce); (0) 相当 于 原来 的 (r)， 
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根据 《Xi) 和 (x), 在 


但 在 各 推理 规则 中 , 形式 前 


式 结论 中 的 公式 都 号 成 有 固定 次 序 的 样子 。 这 与 后 面 要 讨 


也 可 以 调换 人 中 公式 的 次 序 、 
BESK. 

由 于 [与 | 一 的 洱 义 不 2 
规则 是 不 局 
的 


а," 
相当 于 演绎 推理 中 由 Aj, … 


> 


ts An Bis +++, B, 
An 这 些 命题 能 推出 B，… 


也 就 是 能 推出 “B, 与 … 与 Bo"。 可 是 Fe 中 的 
Аз е АБВ, В, 


却 相当 于 由 Astes An 能 推出 “8 或 … 或 B,”; 换言之 , 它 相 


HF: А» 6-4, ШАВИ, R B, + 


一 点 读 完 本 节 就 会 清楚 . 
引 理 26.1 F°, 


C) 加 果 Dh А 
В, [一 人 
в 
ЈА В, Г, Г А, А 
в 
CA) WRA, Akh 
AT, В 
G 


则 A;， А-Г, Г, A-B 


C=) 如 果 LA А,В 


A, B, 1—4, 
G 


MÜ А<>В, D, FHA А 


А 中 可 以 调换 T 中 公式 的 次 序 ， 


提 和 形 


з F° 的 推理 规则 与 FP* 的 推理 
的 ， 虽 然 它们 之 问 有 其 些 形式 上 的 相似 之 处 ， 了 ”中 


s Bas 


ЭВ. 中 有 真 命题 .这 


Сез) 如 果 B, А, ып 
А4—Г,, B, A 
G 
则 An А-Т, Г, A</>B 
G 
Ө) 如 果 ha A 
A, DA 
G 


MD, HA, A; 


证 我们 选 证 《~>*D, 其 余 各 条 的 证 明 是 类 做 的 。 . 
H тА, А 经 多 次 反复 使 用 C+ 二 六 《Xi 和 CX) 可 


得 
O) D, Deh 人 
同样 ,由 В, DA 可 得 
Ө] в, Г, ПА Аа 
由 C1) 和 C2), ЕОНИ (-,), ӘМЕЗІБІЗ 26.1 中 的 
(=). П 
TR. 引 理 26.1 中 的 各 条 推理 规则 包括 F° 中 原来 的 同名 推 
理 规则 作为 特例 。 例如 在 引 理 26.1 的 《>) 中 , 着 令 Г, = Г, 
Д, = А, 它 就 成 为 
如 果 DA A 
В, А 
G 


WA >B, D, DA, A. 
G 


HIRIE (x), (XD С) MCa BETIE F° 中 的 原来 的 
Сэл), 因此 我 们 给 引 理 26.1 中 各 条 规则 起 了 与 F° 中 原来 规则 


98， 


相同 的 名 字 ， 
定义 26.1 
(AA... AA. WÈ T= Agote А, 
Ха, а) ШЖ Г--ф 
[AN УА, ПЯ TS А, е, A, 
Ка, а) ШЖ P = $ ! 
319262 FS; ТАТ УА 


证 BBA, Ж ASA, An ВО), 
Гед 可 得 


619 IA; Ans Ar 
又 根据 5V2, 由 (1) 可 得 
《2) TH 一 Ab А, МА. 
с а 
ЖАЙ РЫН Соя 
сз) ГА, ts An МА, VA 
G 
EEAS Sa -a 
C4) I TAs, >, Ans УА 
с 


жанаса RETE r Va. 
m r VA 根据 (十 ;和 (Cx 可 得 
(5) Т-А, УА 
由 根据 G) 而 得 的 А-а Gk = 1 n), НЕ CH) Ж 


xE 
(6) Ais ТЫА (k= is etsa) 


EGLAR RX A 
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(7) А. аА 4,5,9) 


EREDE 
C8) Уд, r= 
由 C53 和 (8), 根 据 (c》, 豆 得 t=. 这 样 , 就 在 和 4 不 空 的 情形 下 证 
BET SER 262, 

如 果 A 是 空 序列 , 则 根据 定义 26.1, 到 证 明 的 是 
599 т Ф ка, а) 

С) ЯЫ ЕЯ, BEF 
a0) Т Ф = Tia, a) 
E <) шағыны тын 
а) Ка, а), = Ф 
H TE Kes 2) ACODA (с), Ф (0) 中 的 A 是 空 序列 ， 就 有 
r= Ф%,:ХҘШЕИЯТ 
(12) П-Ка,а)->Г-Фф 

G G 

BORC BEK). [I 

下 面 我 们 来 研究 F° 和 Е 的 关系 、 

定义 26.2 在 Fr* 中 令 

- А-В] = а —[B — À] 
[A<>B] = а [LAB] 
Ka, b) = a “MCa, 2) _ 

其 中 的 A 和 B 是 合式 公式 或 命题 形式 。，“ e 是 个 体 词 或 约束 变 


ж. : 
定义 26.3 [1] #EF* 中 令 reya -аҒ- УА 


290. 


01 Ж ЕЗ pẹ a = «ГА 
定理 26.3 在 Fe 中 按照 定义 26.3 定义 了 TAa 后 。 可 以 “ 
证 明 ЕЗ 的 及 有 形式 推理 规则 , 忆 而 可 以 证 明 和” КЕРДІ 
理 关系 . 
REA Р" pA GD, СЛ), (9), (YO RG.) 五 条 
推理 规则 ， 
证 Cr) 这 就 是 到 证 
RR Т-А 


А A 
АТА 
с 
出 та ЖА, А.А, ЖЕН со» 
(46) T, An t AA 
Е ӘЛІ Зе ӘЛІ 
(2) An T, As, АБА 


G 


由 А Жп (2), #8 (co), 可 得 
(3) г, Г, Aas 1213 А-А 


863), 根据 CX1) С), 有 
G) D, As ttt, А-А 


G 
臣 此 继续 下 去 ,最 后 可 得 г А. 


ЗЕЛ 
u) aka G) 
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12) A, BiTA 5964965) 


G) BB (9 
(4) А, BEB (800+) 


(5) А, BAAB (621691699) 


证 (一 -) 
Q) А-А в)” 
G 
a) А-А, В AKA) 
B) АБВ, A OXD 
Са) B—B G) 
G 
(5) А, ВВ (C+) 
в . 
(6) B, А-В . (SIX 
(7) А->в,АҚ-В GX6X—) 
证 (Ya 
O) EHA) 假设 
(2) ТІН-ЯхАОУ (5920) 
G 
72099) 
O) AHAC) G 


(2) Аба), Ka, БАСЫУ axi) Hl 


定理 26.4 ЕР" 中 按照 定义 26.2 定义 了 < 六 :At 和 村, 090 
照 定 义 26.3 定义 了 т-а Ја, TANER F 的 所 有 形式 推理 规 


则 ,因而 可 以 证 明 下 的 所 有 形式 淮 理 关系 . 
我 们 选 证 F2 中 的 (> 和 (с) 两 条 推理 规则 
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АҚ-ы.) 这 就 是 要 证 


ша I—(VA) VA 


B, T Va 
则 А->В,.Г--УА 

证 明 如 下 CC19 一 C9)》: 
(1) A—>B 
{2) r 
(3) т УА) 
(C4) CYA)YA ”C2) 假 设 
G) —(VA)>A (4) НР" 
(6) A (621691659) 
со в G(06)(—_) 
580 va 《7)(2) 假 设 
C9) уа (8263) 
证 (cy 这 就 是 要 证 : 

wR ГЕ-СУАУУА 
A, T= VA 
HT Va 

证 泪 如 下 CC10) 一 C16)》; 
сау т 
си? —( VA) 
а (YAVA 《10) 假 设 
C13) “( ұА)-А (12)FH P" 
а) A (691639600) 
(15) Va 《14)(10) 候 设 
аө ха GDA 


在 定理 26.4 中 如 果 吉 到 空 序列 的 情形 ,证 明 是 类 似 的 . 
下 面 我 们 来 定义 合式 公式 的 对 侦 以 及 合式 公式 少 穷 序列 的 对 


定义 264 ”对偶 由 A 把 所 有 在 其 中 出 现 的 下 面 [1] 中 的 符 
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号 替换 为 [2] 中 相应 的 符号 
[1 п, А, У, ,> V. a, TJ 
[2] 71, У, A. tA, >, 65, 4,3, Y, 1,1 
而 得 到 的 A” 称 为 4 的 对 偶 ， 
如 果 
Г-А,-.-,А, 
T= Ap t Ар 
其 中 A; E A 8 G = 1,…, a), MT RATHAD. 
JG, а) 称 为 空 序列 的 对 偶 . 
”根据 定义 26.4， 如 果 在 F° 的 各 推理 规则 中 把 rA 换 为 


Аг, 其 中 的 下 和 А 分 别 是 T 和 丸 的 对 偶 。 则 所 得 到 的 仍 


然 是 F° 的 推理 规则 。 PAn C, (s CAD CA2 CV 和 
Сл) Же БКА, ВАЈС), s (Ма), СУ» 
(3) 和 (1). х G) Ж 《cy， 经 过 替换 后 仍 分 别 是 (i 和 
(с). ARA THREE. < 
定理 26.5 《F° 的 对 偶 性 定理 ) ГАНЕ Г, A 的 对 

偶 是 А.Л! 

11 F°. Ia aI 

121 F°: far lI 


由 F 的 对 居住 定理 区 及 F° ЯР” 的 关系 , 可 以 得 到 в 
的 对 偶 性 定理 ， 
定理 26.6 (КӘНЕКЕЙ) QE A НЕА’, BAR 
ЕЖ В, Д] 
ll Fm А» A 
[21 ҰЗ АР-В->Б-А” 
[3] ҰЗ A—IB— A'e 
证 h F. — A, ЕВЕ 263 和 定义 26.3, 可 得 
со F: $A 


由 (C19, 根据 定理 26.5 和 定义 26.4, 可 得 
б) F°, aT, a) 


由 《22: 根 据 定理 26.4, 有 
B) ғ”. АҒ-Га,а) 
由 C3) 可 得 F*: [一 一 人， 这 就 证 明了 [1]， 

由 [13 显 然 有 52] 和 [31. I 

Мін 
ао А WBO HAYA = В(ху] 
根据 对 侦 性 定理 26.6, 有 
о» аа аво А-В] 
其 中 А 和 BO) 分 别 是 & 和 ВО) НЯ. О) 就 是 
(35 LIB) — A JH Ba) — А1 
由 (3 可 得 
GQ - IB (x) > A'B) — АЛ 
到 过 来 ,由 (4 根据 定理 26.6, 可 得 (1). 由 
(5) А-В ху із А — ВО 
“根据 定理 266, 可 得 
(6) A" VxB х) YL ABO] 
其 中 А Ж BG) AIAR BO) 的 戏 偶 ，(67 就 是 
С) [мВ (ж) > A JHB a) АЈ 
由 (7 可 得 
оо VB) > ЧЕ 186944) 
反 过 来 :由 (C8) 根据 定理 26.6, 可 得 (57。 

可 以 构造 相当 于 F Ж» АЙМЕН АҒ F 的 对 偶 
性 定理 (类 似 于 定理 26.6)。 然 而 定理 26.6 对 于 F*《 包 括 F 是 
不 成 立 的 。 例 如 ,在 P 中 有 

Fla) alka, х) ` 

Fea) ННІ Fla), Эка, х) ӘНІНДЕ YJ, х), 但 是 在 
ye 中 却 没 有 
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Vajta, Е-Е аў 

由 此 可 见 定理 26.6 对 于 EY 包括 FERRY. 

下 面 我 们 考虑 另外 一 种 对 偶 性 ， 它 是 关于 这 样 一 种 合式 公式 
的 , 在 其 中 内 出 现 一 , A,V，,Y 和 习 这 五 个 逻辑 符号 ， 由 这 样 的 
合式 公式 A, 把 所 有 在 其 中 出 现 的 下 面 5) 中 的 公式 和 符号 分 别 替 
换 为 6) 中 相应 的 公式 和 符号 《其 中 的 B 限 于 是 原子 公式 , 即 命题 
词 和 谓词 逐 辑 中 的 原子 公式 ): : 
5) В, В, A, Va VY, 
6) А TB, В, У, A. 3, v 
而 得 到 的 до 称 为 A 的 对 偶 *C“ 偶 ” 字 右 上 角 加 “。”)。 这 是 另 一 种 
HA. 注意 ,在 由 A 到 А9 的 变换 中 ,所 有 不 以 原子 公式 为 辖 域 的 
否定 词 ,是 不 被 替换 的 。 关 于 对 偶 ", 有 下 面 的 定理 26.7, 它 在 各 个 
逐 辑 该 算 中 都 是 成 立 的 ， 

定理 26.7 (HAER) 如 果 A 的 对 偶 " ЖА9, M| ЗА 
НА?) Й 


习 题 
26.1 证 定理 26.7。 
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无 嵌 套 范式 是 一 种 有 特殊 形式 的 带 函 数 词 的 合式 公式 或 命题 
形式 。 任 何 带 函 数 词 的 合式 公式 或 命题 形式 都 可 以 变换 为 同 它 等 
值 的 无 庶 套 范式 . 

定义 27.1 (FREUND 合式 公式 或 命题 形式 入 称 为 无 嵌 
大 范式 ,如 果 它 满足 以 下 两 个 条 件 : 

ПІ 在 A 的 所 有 有 Жа, tt, a) 形式 CF 不 是 1) 的 子 公式 中 ， 
аз "77 а, 中 没有 函数 词 出 现 ， 

12] 在 A 的 所 有 有 Ko, b) 形式 的 子 公式 中 , a 中 最 多 有 函数 词 
的 一 个 出 现 , 中 没有 函数 词 出 现 ， 
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根据 定义 27.1, 无 磋 套 范式 的 子 公式 Ба,--, aa) 中 Ж 
是 让) 不 会 出 现 括 弛 嵌 套 在 括 弧 中 的 情形 ， 在 子 公式 Қа, b) 中 是 
会 出 现 这 种 情形 的 ; 但 如 果 把 Ca, b) 写成 = ， 就 又 不 会 出 现 

- 这 种 情形 了 。 这 就 是 我 们 把 这 类 公式 称 为 无 嵌 套 范式 的 理由 ， 
例 1 it 

А, = ЭхУуЕ(Ка, b, х), х,у) 

A, = Қаба, x), а, x)=b] 

As = Vx3y[x=g(a, y)] 

A, = ЗхууГр(а, y)=x] 

As = ЭхУУу[ЕСа, b, x) — (а, y)=x] 
ША, ЖАНЕ, 因为 它 不 满足 定义 27.1 中 的 [1]; A, 和 
А 也 不 是 无 族 套 范式 ,因为 它们 不 满足 定义 27.1 中 的 [21; A, 和 
A; Шалы. 

BUR 271 在 F* 和 F" 中 ,任何 原子 公式 A， 有 算法 找到 
EREA А, 使 得 АА 包含 相同 的 个 体 词 。 未 经 约 东 的 约 
东 变 元 ,函数 词 和 等 词 之 外 的 谓词 ,并 且 А 和 A 是 等 值 公式 . 、 

证 施 归纳 于 A 中 函数 词 的 这 桩 的 出 现 次 数 *， 这 种 出 现 使 
得 A 不 成 为 无 嵌 套 范式 . 

基 始 : n = 0, ХМАЖ ЕЛКЕЙ. 

归纳 : 设 一 和 十 工 即 A 中 有 函数 词 的 & 十 1 个 出 现 使 得 A 
不 成 为 无 嵌 套 范式 ， 令 “是 A 中 恰 包含 函数 词 的 一 个 出 现 的 项 形 
式 ,并 令 А = А(а). ШР AU) 是 原子 公式 。 故 在 ЕУ 中 根据 
(E), ЖЕ 19.116] 和 [8], 可 得 
а) | УГА (а) < Эх[ азах A AG211 

其 中 的 AC(x) 是 由 Al) 把 “ 替换 为 x 而 得 . OYE F* 中 显然 
也 成 立 ，《1) 中 的 x 应 当选 择 得 使 它 不 在 Аба) ФН, ЖД, 
(1) 中 一 右 方 的 公式 就 不 是 合式 公式 ， 

在 AG) 中 只 有 函数 词 的 & 个 出 现 使 得 它 不 成 为 无 嵌 套 范 
式 ， 由 归纳 假设 ，A(x) 有 定理 中 所 要 求 的 无 嵌 套 范式 B、 由 此 ， 
又 由 (1), 并 根据 等 值 公式 的 可 替换 性 定理 ,有 
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ГА 


HYLA CG) Л В11 
其 中 的 Эка ЛВ) 就 是 定理 中 要 求 的 关于 A 凤 Ala) HER 
套 范 式 . А 
由 基 始 和 归纳 ,就 证 明了 引 理 27.1, 省 
定理 27.2 (ха ЕН) 在 FY 和 了 "中 ,任何 合式 公 
式 或 命题 形式 A, 有 算法 找到 无 嵌 套 范式 А, 使 得 А 和 A 包含 


-相同 的 个 体 词 ,未 经 约束 的 约束 变 元 ,函数 词 ,和 等 词 之 外 的 谓词 ， 


ЖЕ А 和 A 是 等 值 公式 。 

证 由 引 理 27.1，A 中 任何 原子 公式 B 都 有 定理 中 责 要 求 的 
EREDA В. 在 A 中 把 所 有 原子 公式 B 都 替换 为 B ,由 此 得 到 
的 公式 ,根据 等 值 公式 的 可 替换 竹 定理 ,就 是 定理 中 所 要 求 的 关于 
A 的 无 说 套 范 式 А 

及 按照 定理 27.2 的 证 明 中 所 说 的 方法 找到 的 , 满足 定理 27.2 
中 条 件 的 无 霸 套 范式 А" 都 称 为 4 的 无 城 套 范式 . 如果 A 本 身 已 
痉 是 无 说 套 范式 , 则 A ЖА, 

M2 芳 虑 以 下 各 公式 : 


ау F(f(g(a), b)) 

[69] Bx[g(a)==xA F(f(x, b))1 

G) Эх[а(а) 2х Л Зу[ Сх, b)==zyAF(y)]1 
(9 касса), 2222 

(5) Эх[ (21) ах Л ЗуГЕСх, 22) аву Л F(y)]] 
(6) ваУаҒСҚаСа), а)) 

(7) БА ИСАКЕРЕЕ А ay[f(x, 2) ву ЛЕСу)]1 


由 (1) 经 过 (2) 得 到 (3),C3) 是 C1) 的 无 霸 套 范式 ;C5) 是 (4) WER 
BER (DEONT RER. 

ГАА ЗАКАЛКИ, МГЕ ka 
序列 . mÈ T= Ap *…, Ao ЕГА о, А, ЖФА 
Ai 的 无 嵌 套 范式 G = 1,…, 4#), MT ОО ГОАО И 
EPL WRTA T 和 A 中 的 公式 都 是 无 拒 亡 范式 ， 则 T—A 
称 为 无 嵌 套 范式 推理 关系 . 如 果 |А, T” 是 工 的 无 戏 套 范式 
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序列 ,A' А ДСАУ, WJ TA GE 272 和 等 值 公 
RETTERE, HTA 可 得 PAN 称 为 TA 的 无 
垦 庆 范式 推理 关系 ， 如 果 在 (形式 ) 证 明 中 出 现 的 合式 公式 都 是 无 
REPR ШАССИ ОЗ АК са. ШЕН. 

жа, 我们 临时 规定 令 А” АВК, Ф Ағ) 
是 AC) МЕК, Г 是 的 无 柑 套 范式 序列 ， Ф r 
A 是 TA 的 无 尝 套 范式 推 班 关系 、 

下 面 我 们 要 证 明 凡 无 嵌 套 范式 推理 关系 都 有 无 嵌 套 范式 证 明 
《 见 后 面 的 定理 27.7)。 为 此 ,党 要 建立 一 些 引 理 作 为 准备 . 


引 理 2 


7.3 f F° 和 了 由 以 下 的 无 嵌 套 范式 推理 关系 都 


有 无 柑 套 范式 证 明 : 


11 
[2 
[3 
[4 
15 
` [6 
17 
[8 


YAY enaA] 

YILA ABY 一 AAA 人 BT 

F-YICAVB7 >A’ VE] 

—V[(A => By—A' — BT 
F—VI(A—By—(A'—BE) 
—V[(VxACx))<+——VxA”(x)1 

YI CAC) «3А (к)] 

YISA SA] ], Hop a fa ; EARRAK 
变 元 .|| 


引 理 27.4 在 F* 和 F* 让 ,无 嵌 套 范式 淮 理 关 系 


п 


А), Camby ACE) 


AEREA, 
Ш жаға HREH 09 S 3k H x. 
基 始 : s =0, 即 = 和 4 ШАМАН. KP, mb A (amiy 都 


是 amb, A 


此 [1] 就 是 
А (а), a=b — Ab) -~ 


由 于 在 (L ra AG 是 由 Аб) E a НВ ӘН 
A b 而 得 , 故 [ 1] 中 的 AC ФАН AG) 把 a 在 其 中 的 某 些 屿 


*2Q9 < 


现 蔡 换 为 b 而 得 ， 因此 , 根据 (I-), [11 K СЕН КЕ 
范式 证 明 . ! . 

归纳 : W ”一 《十 1 即 <“ 和 2 中 共有 函数 词 的 А1 AE 
Bü. < a = 2 中 恰 包含 函 数 词 的 一 个 出 现 的 项 ， 并 设 “ 是 “ 
的 子 项 , 令 a = aCe) 《如果 。 是 上 的 子 项 或 。 局 时 是 = 和 “的 子 
项 ,证 明 是 类 似 的 )。 这样,[1] 就 是 

А(а(с)), Са(с)==РУ-АСР) Ep 

(1) ЗкісшхА А'(а())1, Эх сх, А (2С) =) EAC) 
ТШЕН), ЯЕ FERC): 

(2) сата Л©А(а(х))|, ¿ma ASi) A) 
应 当 要 求 (2) 中 的 4 不 在 cma, SEGELY] 和 AG) 中 出 
现 , a 不 在 сала, SA'U) 和 AG 中 出 现 、 显然 ;在 а(а) 
和 5 中 共有 函数 词 的 个 出 现 .C2) 的 无 说 套 范式 证 明 如 下 CC3) 一 
а: 


(3) сша 

G) ` @A“aG22] 

(5) са 

(6) SHUG] 

(7) Саа) =) (625138 27.318] 

(8) ақаба)» 《4) 引 理 27.318] 

(9) аша OGO 

ao) AUD) GD 

ар АС) 《102(7) 归 纳 假设 


由 基 始 和 归纳 ,就 证 明了 引 理 27.4. [1 
引 理 27.5 在 F* h EAN (E) 的 无 说 套 范式 推理 关系 
п] — Giay 
有 无 括 赛 范式 证 明 ， 
证 施 归纳 于 <s 中 函数 词 出 现 的 总 数目 ”。 
基 始 : ”一 0, 即 4 是 个 体 词 ， 这 时 引 理 显然 成 立 ， 
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ІН ka= k + Ela PHARC k + 1 个 出 更 、 令 “ 
是 “中 惟 包 含 函数 词 的 一 个 出 现 的 项 ,并 令 “一 aCe), 则 [1] 就 是 
—(giaÇe2), 它 的 无 嵌 套 范式 证 朋 如 下 CC1) 一 (72)。 证 明 中 的 
аба) 和 aG) 分 别 是 由 aC) Нар с 884829 a 和 x 而 得 ( 注 
BE aa) 中 有 函数 词 的 不 个 出 更 》 


со сеа Ea а <£ ale) 中 出 现 
Ө] (С (ayy 归纳 假设 
G) саға A (Е!а(а)) AKDA) 


с ЕНЕ ЛЕН ЕП ОД GINA) 
6) жкістік Л Eta) E (3 27.3[81; 


(мсӘУу талқ Шен 
(6) Erc Bp Œ) 
3xle =x] 
O) Erke)Y (5а) 


НАТА А ЈА REATI 27.5, 1 

引 理 276 在 F* 中 ,推理 规划 (E) 的 无 撤 套 苑 式 推理 关系 

[1] F(a =" aay (Ela) 4 是 任 一 a,G = 1, >, #8) 的 
т 
有 无 堪 套 范式 证 明 . 

证 WAT о 中 函数 词 出 现 的 总 数目 m, 

基 始 : m 一 0, 网 4 是 个 体 词 、 这 时 引 理 异 然 成 立 . 

Н: m= k + 1 BD a 中 有 隧 数 词 的 十 1 个 出 更, бс 
是 4 中 恰 包 含苞 数 词 的 一 个 出 现 的 项 ,并 令 ¿= а(с). X$ a= 
аа), FE 3, 一 адасу. 【11 就 是 

F(a `° "y azas oat)), ама, е en) KELaCe)Y 
或 简写 为 РСа (абс) УЕ!) . 
它 的 无 霸 塞 范式 证 明和 如 下 CC1) 一 (9)》, 证 明 中 的 2G) Яй а(а) 9 
PEH ас) И с 巷 换 为 和 :而 得 ,而 在 *(a) 中 有 函数 
词 的 & 个 出 现 : 


.21. 


O) ешалон 


29 c=a 691699) 

(3) Еа «(а))У СІ)СА 58198 27.318] 
(4) (Era(a)y GYABR 

(5) сала А (Е1а(а))' (елер 63) 


(6) тіс A SKEI] (5)X(3;) 
(2) [emr А (Er: (x) IB (635138 27.3181; 


(Etate)Y - Жала ӨРДЕ 
OROA 
Ilem AR alala) ] 
ORGIO ma) 


由 基 始 和 归纳 :就 证 明了 引 理 27.6, || 

定理 27.7 在 F* 和 F” 中 , 凡 无 医 套 范式 推理 关系 都 有 无 
ИКАНА. 

证 我 们 只 楼 证 
(1) 如 果 TA, 则 它 的 无 开 套 范式 推理 关系 ГА ATR 

FER. 
因为 由 (1); 当 ГА БАКАН, ГА AER 
套 范 式 证 明 ; 而 ГА RET AAE. 《1) 的 证 明 用 归纳 法 ， 
WHAT TA 的 结构 ， 

根 泥 定 理 19.4 和 19.5， 我 们 考虑 Ее 和 F* 名 有 十 八条 推 
理 规则 ,其 中 下 面 的 十 七 条 : 

Се), (т), 3), СА -), (Az. СУ), СУ, CoO, 

Ce) CV), (V+), (3), (m), G), (5) 
是 F* 和 FY! 所 共有 的 : 另外 ,了 * 还 有 一 条 (E), F" 还 有 一 条 
《E5。 在 所 有 这 些 推理 规则 中 , 对 于 〈I-)，(E) Жі (е), 根据 引 
EB 27,4.5.6, 可 以 知道 折 要 证 明 的 《17 都 是 成 立 的 ， 对 于 其 余 的 推 
理 规则 ,根据 引 理 27.3, 也 容易 知道 1 是 成 立 的 .例如 对 于 (一 -)， 
就 是 要 证 明 
0) (A— By, А-В 
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有 无 嵌 套 范式 证 明 。 根据 引 理 27.314] 和 等 值 公式 可 替换 性 定理 ， 
ож 

G) 如 -一 BA 一 了 К 
ESUR KARERA TREERE ORARE 
它 成 立 的 无 嵌 套 范式 证 明 。 又 如 对 于 (Y+ 关 我 们 先 假设 


G) TAa), a 不 在 中 出 现 

已 有 无 嵌 套 范式 证 明 , 要 由 之 证 明 

G) P'i—(vzAGOY 
ЕСЕЙЕ ШЕН, 根据 引 理 27.316], 我 们 只 要 证 明 
(6) Г} Уха) 
ATREA ВЗА ЗЕЕ 27.318], АЕН 
(7) ГІ--УхФА%а)| 


АНИОН ЕЕ Т ,因为 (5),(6) 和 (7) 都 是 等 价 的 . OT 
以 由 (4) 经 使 用 (Y*) 而 得 , 故 (7) 有 无 嵌 套 范式 证 明 ， 关 于 其 他 的 
HEA СӨ), C), Ca) f C+.) 等 ,情况 是 类 似 的 。 这 样 就 
证 明了 (1). 11 

根据 定理 27.7 及 其 一 系列 引 理 的 证 明 , 我 们 要 指出 这 样 一 个 
事实 , 即 引 理 27.7 中 所 说 的 无 嵌 套 范式 证 明 所 用 到 的 Ее ЖЕ" 
的 推理 规则 ,就 是 上 面 的 证 明 中 提 到 的 定 现 19.4 和 19.5 中 所 陈述 
的 (6), G), Ca), A-D» (A+), OV- СМ), С), С), 
(5-2, (9), (Y2), (V) (a), (85), (1-), (8), (E) 和 
(ED BHAR. EE 27.7 和 这 个 事实 将 在 下 节 中 用 到 。 


3 题 


27.1 证 引 理 27.3[6],18]。 

ма 写 出 以 下 公式 的 无 眉 套 范式 : 

[1] FECE), €G) 

[2] 3wx[F(£(a(a); Һа, х)))-(Қа, x), g(x))] 
ІЗІ ЭхЕ(Қа, z), Құ(а), а), х)-<(Қа, у), в(у)) 
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$28 НЯНЮ 


ТЕЕ НЕЕ А ВОО. MZA 


ИЕ АНЕ ВВ ТОЕ Ч АО АЕ - 


有 谓词 逻辑 .我 们 已 经 构造 起 来 的 谓词 逻辑 也 都 各 有 自己 的 特点 ， 
我 们 最 早 构 造 的 也 是 最 简单 的 谓词 逻辑 是 F. Е 中 的 符 写 ， 
特别 是 逻辑 符号 ,可 以 说 是 最 少 的 ,因此 下 的 形成 规则 和 推理 规则 
也 是 最 少 的 。F 是 其 他 谓词 多 辑 ( 除 少数 几 个 例外 , 如 F: ЖЕ 
等 ) 的 子 系统 。 我 们 最 后 构造 的 也 是 比较 起 来 最 复杂 的 谓词 逻辑 
是 和 F*。 它们 的 符号 最 多 ,形成 规则 和 推理 规则 也 最 多 ， 它 
们 与 F 正 相 反 , 所 有 其 他 的 谓词 逻辑 都 是 FY 或 F" 的 子 系统 . 
此 外 ,我 们 还 构造 了 一 些 中 间 的 系统 ,如 F*, F, F* 和 到 等 , 它 
们 比 卫 包含 更 多 的 内 容 , 比 F* 和 Fe: 则 包含 得 少 一 些 . 

在 一 定 的 意义 上 我 们 可 以 说 下 包含 了 丈 , 至 少 可 以 说 Fe 包含 
T P. P 是 F° 的 子 系统 .可 是 ,:P 是 Pr 的 子 系统 ,和 下 是 其 
他 请 词 浸 辑 的 子 系统 ,两 者 的 涵义 是 不 同 的 。F” 中 的 那些 不 在 P 
中 的 符号 和 推理 关系 ， 是 无 法 归 约 到 P 中 的 符号 和 推理 关系 的 ， 
在 谓词 逻辑 中 , F 虽然 是 其 他 系统 的 子 系统 ,可 是 其 他 的 系统 , 包 
括 Fr 和 F", 却 都 可 以 归 约 到 了 。 例 如 对 于 F*, 这 就 是 说 ,存在 
着 一 种 算法 ,对 于 F* 中 的 任意 给 定 的 和 人 ,可 以 找到 了 中 的 相 
应 的 T° 和 A", 使 得 

ЕГ-А<>Ғ; ae 

这 也 就 是 说 ,F* HAIT A A, TUBE F 中 的 一 般 是 更 为 复杂 
得 多 的 T° 和 A” 的 另 一 种 表示 .这 就 是 P 可 以 妇 约 到 F. 在 
这 一 节 中 我 们 将 前 上 明 ， 所 有 比较 复杂 的 亩 词 逃 辑 都 可 以 归 约 到 更 
为 简单 的 系统 ,最 后 归 约 到 F, 
既然 是 其 他 谓词 逻辑 的 子 系统 ,其 他 的 谓词 逻辑 又 都 可 以 
归 约 到 它 , 所 以 ,我 们 所 构造 的 各 个 谓词 光 辑 都 可 以 闭 作 是 同一 个 
系统 的 不 同 构造 形式 , 它们 又 都 可 以 在 了 中 得 到 反映 。 这 是 一 方 
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Hi. 

另 一 方面 ;各 个 谓词 还 辑 又 各 有 其 特点 ,因而 各 有 其 用 处 。 拿 
上 面 所 讲 的 比较 简单 和 比较 复杂 这 样 的 特点 来 说 ， 那 种 比较 简单 
的 系统 , ғ. 具有 这 样 的 优点 : 当 证 明 整 个 系统 有 某 种 特征 时 ， 
证 明 往往 比较 简单 。 这 是 因为 像 下 这 种 系统 , 它 的 符号 ,形成 规则 
推理 规则 都 比较 少 。 在 证 明 中 要 芳 虚 的 不 同情 况 也 就 随 之 而 比 
较 少 。 可 是 同时 , F 就 有 表达 工具 比较 少 的 缺点 。 用 四 来 表达 资 
经 推理 ,陈述 具体 的 演绎 理论 , 就 比较 不 方便 。 用 F 来 表达 数学 
命题 及 其 证 明 会 比较 元 长 。 正 因为 如 此 , 当 要 用 谓词 逻辑 陈述 演 
绎 理论 时 ,用 比较 复杂 而 表达 工具 较 多 的 系统 ; 像 F" m Fe, 就 
比较 方便 . 我们 在 第 五 章 中 , 将 用 F* 和 FY 来 陈述 具体 的 演绎 
ж. 

从 理论 上 讲 ,F ВЯЛО T , AANA HERRIZ 
可 以 归 约 到 它 ,都 可 以 在 下 中 得 到 反映 .而 且 如 上 面 所 说 ,F 处 理 
起 采 又 比较 简单 ， 本 节 中 就 是 要 建立 这 种 关系 , 把 我 们 已 经 构造 
的 谓词 逻辑 都 归 约 到 下 。 

本 节 中 要 讲 的 归 约 ,主要 是 以 下 两 点 : 第 一 是 把 Fr RI F°: H 
约 到 F*, 这 就 是 函数 词 的 消除 ;第 二 是 把 F 归 约 到 下 ,这 就 是 等 
词 的 消除 ， Жі 中 讲 过 的 逻辑 词 A, У, +, 习 的 可 定义 性 
就 是 把 дн F; 由 此 就 可 以 把 F* НӘЗІР, 有 了 以 上 三 ` 
ЖЕ" 和 F" 就 可 以 归 约 到 了， 至 于 其 他 的 谓词 逻辑 ， 都 是 Ре 
RF” 的 子 系统 ,也 就 随 之 而 可 以 归 约 到 下 2 

下 面 先 来 研究 RY 和 Ғе 归 约 到 ғ”, СІ o 98 Bh lB] 


FE 


题 . 
引 理 28.1 设 T 是 无 谋 套 范式 序列 ，A4 是 无 嵌 赛 范式 ; 
9.777, f 是 所 有 在 T, A ФНКА НЯ: Б, о, 
Ек" 是 不 局 的 不 在 F, А 中 出 现 的 谓词 ， 又 设 由 T 把 其 中 所 有 有 
fo а) m G 一 1,.… ,上 ;是 个 体 词 或 约束 变 元 》 
形式 的 子 公式 都 替换 为 


МБ, баз, 555 оох) екан] 
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而 得 到 合式 公式 的 谨 列 T°; 韦 A 经 上 述 苍 换 得 到 合式 公式 AS . 那 
И : 
[1 Е: TA eF" Ae 

证 ШЕГІ ІЗ <= 5. Bh 和 A 把 其 中 所 有 有 
(1) Elas tits aa) G 一 1 二 是 个 体 词 或 约 曙 变 元 ?7 
形式 的 于 公式 都 替换 为 
Ө) Мага, °° > авахаа] 
而 分 别 得 到 Г" 和 A*， 由 于 (1) 和 《2) 是 等 值 公式 : 故 由 等 利 公 
式 的 可 替换 性 定理 ,可 得 
(3) E”, TA e TAs 
由 于 在 Г9 Я А9 中 招 Fas tts аә x) бізе1,--, K) 
都 替换 为 5Ca，…, ау 就 分 别 得 到 re 和 A#， 又 由 于 
Аба» с» Да 是 原 于 公式 ， 因 而 是 满足 Ғе 的 谓词 代入 定 
理 中 所 增加 的 条 件 的 , 故 有 ， 


©) Ее: Герд 一 > TH A* 
此 外 ,显然 可 得 
(52 ЕЗ. [*—A°—s Ее: Ге -А% 


ЗЕ, EGONGA T [ h <— 875, 

其 次 证 [1] 中 的 一 部分, EEE WATEREN 
起 推理 关系 
(6) F*, Т-А 


的 结构 。 由 定理 27.7,C6) 有 无 柑 赛 范式 形式 证 明 ;并 且 , 根 据 上 节 


结束 时 序 指出 的 ,《6) 的 无 嵌 套 范式 证 明 中 序 用 移 F*' 的 推理 规则 
就 是 定理 19.5 中 陈述 的 《6 (r) CD, CA- СЛ), СМ, 
(VO ED Ss КИСӘ (0), 
G), CB) % (Е) 共 十 八条 . 医 此 ， 下 面 就 针对 这 些 推理 规则 来 
证 明 [1] 中 的 一 > 部 分 . 

Ф ASGO = САСЫР. RUFIE 27.3, 可 以 证 明 在 Р 
有 以 下 的 推理 关系 : 
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P= v[C3AA)°—+—A°] 
—V[(AAB)922A2 Л B°] 
Y [CA VB)? 4° VB] 
HYI CA —> Вуз»? — B°] 
O) (-УІСАз->В)%-(А9%->В93| 
P—v[(VxAG)°<—*VzA°G21 
IYE (IAG) +349 ()] 
15а 0S], арал EA A s 8 R 
ШЕ? 

ЖЕЛ ЕНІН GL) 和 《ED 外 的 十 六 条 规则 来 
说 ,根据 C7), 所 要 证 明 的 显然 都 是 成 立 的 .下 面 我 们 针对 O 和 
(ED 交 证 明 [1] 中 的 > 部 分 , 

关于 G), 所 要 证 明 的 是 : 假设 


се) Е"; Аа), ағ --АОУ 
Елжанды. MTE 
09) ғ”; А%(4), (agz0)°F—A (2) 


由 于 C3) 是 无 嵌 套 范式 推理 关系 , 故 5 是 个 体 词 ，。 是 个 体 词 
或 者 县 ECa)(t 就 是 8, -s ft 中 的 一 个 ， 为 了 在 下 面 的 证 明 中 入 
起 来 简单 , 邦 写 作 E, PEBE F 是 一 元 函数 襄 ; 在 下 面 运 把 相应 的 谓 . 
ЕНЕ F, 并 恨 设 了 是 二 元 谓词 )、 如 果 = 是 个 体 词 ， 则 (9) 显然 
成 立 ， 如 果 а = ҚОШ em 是 
(10) “ГЕ (а, x)<—xmg>] 2 
由 于 (8) 是 无 襄 套 范式 推理 关系 , 故 在 ACa) 中 ,4 只 能 在 包含 等 词 
的 原子 公式 中 出 现 , 共 且 出 现在 二 的 左 方 ， зал, асу 必 有 有 
“ramsb-. “өші, ...... аза. 

的 ЕТТІ botet bs түлете (8) 中 的 
Аб) ВАНИХ, 还 是 为 了 写 起 来 简单 ,我 们 可 以 候 设 4 
在 ACs》 中 内 出 现 一 次 ,因此 可 得 
ар AS(2) = .ab e) 

= Cama... 


+ 212, 


= Ç- - 'Vz[F(a, хз ха А 1--:29 


(12) ACG) = Ch) 
于 是 ,《9) 可 以 证 明和 如 下 CC142 一 (20》): 
аз) A) 
а a=)’ 
(15) С--ӘаЕ(а, Deem] e (13001177 
a6) Vx[F(a,x)——x=] (140019) 
a7) v[Fa Dx] 白 (16) 可 证 
ая) Се 2% 《15)(17) 等 值 公式 
TERETE 
C19) A Ch) А (180012) 
关于 《〈E5): 所 要 证 明 的 是 : 假设 


(20) F™:GChs -tts ba) Eli, à Æ AG = l е, n) BJ 
子 项 


А ЖЕЛКЕ ОА ЕЖ MEARE 
“оо ЕЗ GG, ttes EDP IEA 


НТС АНЫН. КЕШІ С(А, ers ba) 
只 能 有 Са, 5-5, а,) 和 Қазша 两 种 形式 之 一 ,其 中 的 就 是 
hono 6 中 的 一 个 ， 我 们 他 是 为 了 写 己 来 简单 的 目的 而 写作 t, 
并 作 了 上 面 说 过 的 有 关 恨 定 , ! 

WR ОСА, etts ba) 有 Glas i, a.) 的 形式 : 则 (21) 显 然 
成 立 。 如 果 ОСА, to ba) A Ка) а, 的 形式 , 则 作为 其 中 子 项 
的 5 可 以 是 fCa), 或 是 as 或 是 a- 于 是 C21) 有 下 面 三 种 情形 : 

F”. МЕ(а х) хава, Зуу Е Са, х) хау} 

Ж; МА Еау, Dermal m ilay] 

ЕЗ; Vx[Fla, х) —x==a,]F—3y[a;=y] 


“它们 显然 都 是 成 立 的 ， 这 样 就 证 明了 [1] 中 的 一 > 部 分 . ПІ 


引 理 28.2 在 引 理 28.1 中 的 同样 的 前 担 下 , 再 令 B, = Yay 
Fi Xma V) G = 1 ДІ 
[1] F*; Т-А; Г, B, 555, BIA? 
.218. 


证 先 证 [1j 中 的 < 一 部 分 , 像 在 引 理 28.1 的 证 明 中 一 样 ,我 
们 构造 T# 和 A#， 又 设 在 BG = 1, -rs ОҢ Қа» -tts an) 
шх КА Еа, ctts zas 3》 而 得 到 В". 我 们 当然 可 以 得 到 
G) F*; T°, B eo, ВАО Е: Г, B+, ВА 
又 由 谓词 代 人 定理 ,可 得 
C2) F*; D°, В, +, Bai A =T", BP, eee, BEAY 
由 定理 17.4[8] 可 以 得 到 ， 
сз) F*; —B G = 1, D 
由 G2) 和 (3) 可 得 
еу) Бе: Г, В, ete, BiA =m M AP 
像 引 理 28.1 的 证 明 中 一 样 ,: 有 
G) Е: TA <>T A 
由 (12: СО 和 5) 就 证 明了 [1] 中 的 专 = 部 分 , 

其 次 证 [1] 中 的 二 > 部 分 。 证 明 用 归 钠 法 , 施 归 钠 于 无 嵌 套 范 
式 推理 关系 TH 一 A 的 结构 ， 由 定理 27.7, ГА BERERE 
式 证 明 。 根据 上 节 结 束 盯 所 指出 的 , 这 个 无 妊 套 范式 证 明 中 所 用 
的 F* 的 锥 理 规 则 就 是 定理 19.4 中 陈述 的 СӨ, (0), С), 
CA CAD YP OV SI) CD (wy 
ғо» (9), (9%), G, T 和 《ED 共 十 八条 。 关于 前 十 七 条 
规则 ,这 里 要 作 的 证 明 与 引 理 28.1 的 证 明 是 相同 的 。 关 于 (E), 所 
要 证 明 的 是 : 110 
сө F"; |[—E}4 
ЖАКЕН, MARS] 
©) F'*; В, -tts ВИСЕ!) 

ВТС АЕ R MATA a 是 个 体 词 或 者 是 
Қа) СТЕ 和 下 面 的 F 的 情况 ， 见 引 理 28.1 ШЕНЕ аА). 
如 果 “是 个 体 词 , 则 (7 ?显然 成 立 ， 如 果 < 是 Ka), 则 (7) 是 
(8) Е": Yal yF, y)—3yVx[ F(a,x)<—x=y] 

ВИСУ ЖТЗ 17.5 [2], 可 得 到 (8), 这 样 就 证 明了 [1] 中 的 一 > 部 
分 .中 
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”定理 28.3 【〈 函 数 词 消除 定理 ) ET RAE FS ЖЕ 中 的 
合式 公式 有 穷 序列 和 合式 公式 ; foo ft 是 所 有 在 T, A 中 
出 现 的 不 同 的 函数 词 ; Fan, e, F 是 不 同 的 不 在 T, A 中 出 
мүл, KE T ЕГЕ ЕЈ А ЖАЮ EE 35 
式 ; 由 T А 经 过 引 理 28.1 中 所 说 的 替换 得 到 不 包含 函数 词 的 
D° 和 A9; B, -rts В, 即 如 引 理 28.2 中 所 规定 .那么 
11 F*;, TA eF", [s—A 
[2] F*; TAHE, T°, B, +, -А? 
证 我 们 有 TA SSA 由 它 和 引 理 28.1 就 得 到 
DhE 28.2 就 得 到 [21. || 
上 面 半 说 的 蔡 除 函数 河 的 方法 。 是 先 把 合式 公式 A 中 的 各 个 
ЖТА ВФАТ В, АЛИНА 3: 3 asiyka”, 
然后 由 各 个 B 把 其 中 所 有 有 А 
Қа,» +`", er) mb 


АТАКЕ ) 
Vx[FCz;, `, z,, x)<—xzz5] 
而 得 到 Be, 从 而 由 a 得 到 A%, 使 得 A” 中 不 再 有 酒 数 词 ,并且 
Т-А 5 Y°—A° 之 间 有 定理 28.3 中 所 说 的 关系 . 
我 们 可 以 通过 使 用 儒 状 词 而 得 到 同样 的 蔡 除 函 数 诈 的 结果 . 

- Ë HGe р.а 是 一 个 原子 公式 ; ffo 5, ЖЕНЕ 
Н(а, аһ) ЖОАО А); Врач, -es FEH 是 不 司 
的 不 在 HÇa, --, аа) 中 出 现 的 谓词 《 当 秒 及 推理 关系 Tt 一 人 
时 ， 应 当 要 求 这 些 谓 词 都 不 在 工 和 A 中 出 现 )， 任 取 Hlas es 
а) 中 的 项 形式 aG =l, tom) 为 了 写 起 来 方便 。 令 o 一 
с. 是 通过 序列 
D РГА - 
生成 的 ,1 中 每 个 GS l, 555 a) 或 者 是 个 体 词 或 约束 变 元 ， 
或 者 有 iG = ls 505, R) 12 中 的 cm va ca Gl, 各 
0, 使 得 = 1сп tta Cmd ce 一 <， 在 3 中 依次 把 每 个 
с. 替换 为 下 面 定义 出 的 cF: 
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ск p WR ЕЦ Ул 
: аҚ Сей, s eka x) WR cj = Ее t "ts Cind 
这 样 就 得 到 不 包含 函数 词 的 <*, 令 Hlas tts am) 一 村 (Car 5575 
а%), На, > 4m)* 中 也 没 专 函数 词 . 

在 上 面 所 说 的 过 程 中 ,每 钴 除 掉 印 数 斌 的 一 个 出 现 ,楼 月 到 一 
AERA RISE, ЖЕБЕМЕН ЫНЫ ЕН 
不 相同 的 ， 带 有 不 疝 的 介 状 符号 动 不 同 的 标志 符 ， 这 些 白 替 除 
Н(а, tts 2) 中 的 函数 词 而 引进 的 区 状 词 的 标志 符 都 写 在 紧 按 
在 Н(а, 5775 4m)* 的 左 方 。 并 且 深 照 这 洋 的 次 序 排列 : 如 果 在 
Has its amd" 中 各 个 不 同 的 摹 状 符号 按 从 右 列 左 的 次 序 是 
Aa. ro АЖ Н(а, А" 在 方 的 标志 符 按 从 左 到 右 的 
WFE (а), 5-06). 

TURM ЗЕ ЗЗЯЕ 181 H Hlas ttt, а) 
HARRI АЛЫН АЗЕ НО, io aa) e 

ЖЕКЕН ОЗА А ЕА 中 的 每 一 个 原子 公式 ， 就 可 以 
Jeh aisa А", A* 中 不 再 有 函数 词 , 可 是 有 擎 伏 词 ;再 由 A* 得 
到 А9, 

例 1 我 们 考虑 原子 公式 НСКЕСКа), 5))), 其 中 的 1 是 一 元 
函数 词 , g 是 二 元 函数 语 ， 

先 用 通过 无 嵌 套 范式 的 方法 ， 令 А-нОС ба»), А 
КЕЙ 

А = за Ка) = A HEC, 71 
= aa [lian À 3,[g(xis Б) х, АНССЫУУП 
= Jalia) А ale Б) Д E)E 
AHG4]]] 
在 А” 中 把 有 am 和 (а ах) BERETARA SA Ва 
为 


“vx[Fla, х) Vx ГС Са,» а), x) 0х] 
就 由 А 得 到 
А? = Э [Vx[F(a, х) < А 
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га 


ЗГО, b, хужаа: А 
3Bx [Vx[F(x;, x)<——é x=sx,] À H(x.)1]] 
再 用 透 过 摹 状 词 的 方法 ， 在 A 中 把 有 а) M g Р) 形式 
的 子 公 式 按照 前 区 所 说 的 次 序 分 别 惟 找 为 
зхР(а, к) 和 CCa, b, х) 
就 得 到 
AF = Са) а) (Н (аЕСхССахР(а, к), bs z), х)) 
按 定义 18.1 在 A* 中 规 除 蓝 关 词 ,就 得 到 A, 
因此 ,函数 词 消 涂 定 理 也 可 以 表述 为 定理 28.4, 
定理 28.4 函数 词 消除 定理 ) ГАДЕН Ее 中 的 
合式 公式 有 穷 序 胞 和 合式 公式 ; P. 65, Н 是 所 有 在 Г, A 中 出 
АУА А519; Бан, o FEU 是 不 同 的 不 在 T, A 中 出 
现 的 谓词 ， 在 T 和 和 A 中 按照 本 节 中 世 拉 述 的 方法 把 押 有 有 
{as on) 人 一 1 
形式 的 子 公式 替换 为 
жЕ (а, ӨЗ тә Ci Ry) 
而 得 到 Г 和 АУ; 
又 设 B，-…，, B, 即 如 定理 28.3 中 所 规定 . 
那么 


[1] E=; TA e Е.ГА 
DG) 


[2] Р®;Г-А<Е*,Г*, В, “эдемі 


定理 28.4 [1] 和 [2] 分 列 就 是 定理 28.3[1] M [2]. 
根据 少数 说 消除 定理 ,F*' 和 Ее 就 可 以 归 约 到 р, 
比较 Ее 和 F* 的 函数 词 消除 定理 , 也 有 助 于 我 们 班 解 这 两 
个 系统 之 间 的 区 别 , 即 F*' 中 的 函数 词 表 示 全 函数 或 信函 数 , 而 
—F* 中 的 函数 词 则 一 律 表示 全 函数 。 
现在 我 们 来 处 理由 F 到 F 的 归 约 问题 ,就 是 建 让 下 面 的 定 


a тяге g 


1 ж 
DTS Cap, eaa, AS AT = Ao = ts А, 


222, 


BE 28.5. 

设 A 是 F 中 任意 的 合式 公式 , I, Pr, e, PR 是 所 有 在 A 
中 出 现 的 不 司 的 谓词 ， 令 . 

B, = МС, x) 

B, = Vsy[IGx, у) >] 

B, = Yxyz[ICx, y)—*1(y, z) > (а, z)] 

C; = VI, y)—*F,(x, 525, хау Xs хны: “55 х.) 

> FC 559 ро Yo is ЕРӘН 
бӨт-і-езізісе1, е, п) 


A, = В, B, В» Cis 7", Gos о trta Co 
中 的 序列 А, ЕНА 确定 的 ， 故 写作 “Aw， 当 不 至 于 引起 误 
会 时 ,An 可 以 就 写作 “A”， 


定理 28.5 ПІ Е; -А<>Ғ, AA 
[2] Е; Г-А©»Е: Г, А-А 

证 我 们 只 要 证 [1]; 由 [1] 很 容易 得 到 [2] ,但 要 注意 
入 不 是 仅 由 入 确定 的 ,而 是 由 和 入 确定 的 。 

下 面 先 证 [1] 的 生 一 部 分 ,由 
(1) Е: А-А 
显然 可 得 
{2) F: AA 
由 于 入 中 的 合式 公式 都 是 F 中 的 重 言 式 , 所 以 由 C2) 可 以 得 到 
Э) Е; |А 
这 样 就 证 明了 [1] 中 的 < 一 部 分 ， 

其 次 证 [1] 中 的 一 > 部 分 . 证 明 用 归纳 法 , ОЗАР ЕИ 
式 推理 关系 的 结构 。 实际 上 , 我 们 只 要 证 明 [11 中 的 一 > 部 分 对 
于 F' 中 的 (I-) 和 GL) 两 条 推理 规则 : 

199) AG). аға -А(Ы) 

ао Қ-аша 
是 成 立 的 ;因为 F 中 的 其 他 推理 规则 都 是 F 中 原来 有 的 。 

对 于 《Is), 由 于 其 中 的 谓词 只 有 等 词 , 故 A= B, B, B, 这 
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z 
в 


ee 1 — i 


样 ,所 要 证 时 的 就 是 
И Е; В, B, Biama 


”-” 这 是 型 然 成 立 的 . 


对 于 GOD, 证 明 又 要 施 虹 纳 于 AG) 的 结构 ， 
Eii: AO 是 原子 公式 ， 候 设 它 是 以 * 元 调 济 F 开始 的 , ШІ 
C; = V[xZəy—*F(x, б дао а, 7779 Xa) 
> FQ *"' "5 кі» Y> Хін» 773 х21 
біт-1,->,") 
А-В,В,В,6,--?. C, 
жағаға, 
Е: Аа), a=b, АР-АСУ 
这 是 显 铸 成立 的 . I 
Ін: AG 是 TBG), 或 者 是 B(a) 一 CC) R BCe) 
或 Ва) 一 C, REE YG, z), 
如 果 AG) = TBa), ИННА 
C4) Е: BQ), amb, Ah 一 BCb) 
ЖШ, HOMA 0 BoA 
(52 F: BCb), аш», АР-В(а) 
由 (5) 可 得 


F: BCa), a=b, А|-"1В(5) 
这 就 是 所 要 证 的 

如 果 AG) = Ва) — С(а), 那么 档 据 归纳 假设 ,我 们 有 (4) 和 
(6) F; CG), a=b, АР-СОО 
而 要 白 之 证 明 

F; В(а)->С(а), a=b, AF502 - -> co) 

它 的 证 明 如 下 CC7) 一 C14)): 
C7) Вау с̧а) 
(8) атар 
(9) A 
(10) BO) ú 
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ау ва) C10)C8)C9)C5) 
а2) са) OXUX>-) 
аз) со) а2х8у9хө 
a4) BCO) 一 CCGb) 3X4) ~ 


如 果 А(а) = B — GG) 而 4 不 在 B 中 出 现 , 或 者 А(а) 一 
B(a) — C 而 4 不 在 C 中 出 现 , 则 证 明 与 上 面 的 证 明 是 类 似 的 ， 
最 后 ;如果 AG) = VzBGa, z), 那么 根据 归纳 假设 ,已 经 有 


(15) F: В(а, с), amb, Aļ}— BCh, с) 
成 立 ,而 要 由 之 证 明 
F: YzB(a, z), a=b, AF—VzB(b, 2) 
它 的 证 明 如 下 CC16) 一 《21)): 
(16) VzBla, 2) 
(17) amb 
(189 А > 
а» ва, c) авху-) 令 e 不 在 (16)(17X187 
中 出 现 
(20) Bb, c) G9)G372G8)G5) 
ао мВ, 2) (20У) 
到 北 归纳 部 分 证 完 . 


由 以 上 的 基 始 和 归纳 ,就 证 明了 对 于 《I-) 来 说 , [1] 中 的 一 > 


部 分 是 成 立 的 。 因 此 就 证 明了 TI] 中 的 一 部分， 上 外 
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符号 汇编 (上 册 ) 
іп 

X,Y,Z сө) 

A, B, C G) 

T, A o 

P gT (>) 

a,b,c C 

х,у, 2 CD 

f, g, h Ca) 

F,G,H 

1,1 512 

©) p* 

> (A-) 
(AD 
(V-) 

ае an} (Va) 

Ізі еке") C 

NU C) 

一 н 

Ca, b) 

(au за) 513 

АХ X A, р(А) 

ЕМ DCV) 
DC) 
p^ 
ғ 


== 


лы 


.-.,а,) 


Srta Xa) 


$17 


a,b,c 


Абаза) SF 


Fas 


Еа 
(O) 
apx 
ЕН 
Ух 
ЕЕ 
9.11х 
ЕМ 
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УА = 


$21 ` 
DUAD 0С) 
аху) (pG) 
%22 
ГА, B, C] «> 
-- 


523 


Š] 


525 


ш( 


Уу 
v 
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А) 
(а) 


a) 


ао 
[9] 
ао 
оо 
CO 
《+ 办 


CD 


e 
(x) 
(xa) 
G 
9) 
АҒ 
уг 
9 


№ 


к 


